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Übungsblatt Nr. 9 zur Linearen Algebra I

Aufgabe 1. ((Einzelabgabe) 1+1+2 Punkte)

Die alternierende Gruppe An ist definiert als

An = {σ ∈ Sn | sign(σ) = 1} ⊆ Sn

a) Beweisen Sie, dass An eine Untergruppe von Sn ist.

b) Beweisen Sie, dass An genau n!
2 Elemente hat.

c) Seien a, b ∈ {1, . . . , n} mit a ̸= b. Beweisen Sie, dass die von der Menge

{(a, b, k) ∈ Sn | k ∈ {1, . . . , n} \ {a, b}} ⊆ Sn

erzeugte Untergruppe genau An ist. Hierbei ist (a, b, k) als Zykelschreibweise einer Permuta-
tion zu verstehen.

Aufgabe 2. ((Einzelabgabe) 1+1+1 Punkte)

Seien (R,+, ·) und (S,+, ·) zwei unitäre Ringe.

a) Zeigen Sie, dass R × S mit den komponentenweise definierten Verknüpfungen ein unitärer
Ring ist.

b) Beschreiben Sie die Einheitengruppe von R× S.

c) Zeigen Sie, dass die Charakteristik von R × S das kleinste gemeinsame Vielfache der Cha-
rakteristiken von R und S ist.

Aufgabe 3. ((Gruppenabgabe) 1+1+2+2 Punkte)

a) Es sei (G, ∗) eine endliche Gruppe und a, b, c ∈ G. Beweisen Sie:

(i) ord(a) = ord(a−1)

(ii) ord(a ∗ b) = ord(b ∗ a)

b) Es sei G = {g1, . . . , gn} eine abelsche Gruppe der Ordnung n mit Verknüpfung ∗. Betrachten
Sie das Element g = g1 ∗ g2 ∗ . . . ∗ gn.

(i) Beweisen Sie, dass g2 das neutrale Element von G ist.

(ii) Beweisen Sie, dass, falls n gerade ist, ein Element h ∈ G existiert mit ord(h) = 2.
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Aufgabe 4. ((Gruppenabgabe) 1+1+1+1 Punkte)

Sei M eine Menge. Wir betrachten die Potenzmenge P(M) zusammen mit den Verknüpfungen

∆ : P(M)×P(M) → P(M), (U, V ) 7→ U∆V := (U ∪ V ) \ (U ∩ V )
∩ : P(M)×P(M) → P(M), (U, V ) 7→ U ∩ V .

a) Beweisen Sie, dass (P(M),∆) eine abelsche Gruppe ist.

b) Beweisen Sie, dass (P(M),∆,∩) ein kommutativer Ring ist.

c) Geben Sie Charakteristik und Einheitengruppe des so definierten Ringes an.

d) Sei N ⊆ M eine Teilmenge. Beweisen Sie, dass

ϕ : P(M) → P(N), U 7→ U ∩N

einen Ringhomomorphismus zwischen (P(M),∆,∩) und (P(N),∆,∩) definiert. Geben Sie
kerϕ an.
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