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M.Sc. L. Pernak
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Aufgabe 1. ((Einzelabgabe) 1+2+2 Punkte)

a) Welche der folgenden Matrizen sind in Treppenform?

i) A1 :=

(
1 2
0 1

)
ii) A2 :=

(
2 1 0
0 0 1

)
iii) A3 :=

1 −7
0 1
0 1


iv) A4 :=

1 0 2
0 0 0
0 1 0

 v) A5 :=

(
0 0
0 0

)
vi) A6 :=

(
0 0 1
0 0 0

)

b) Bestimme die Lösungsmengen sowie die homogenenen Lösungsmengen für die folgenden bei-
den LGS:

i)

0 1 1 0 2
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0

 · x =

2
1
0



ii)

1 2 0 0 3
0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0

 · x =

1
2
3


c) Gegeben sei die Matrix

B :=

2 0
1 0
0 1

 .

Geben Sie eine invertierbare Matrix S an, sodass S ·B in Treppenform ist.

Aufgabe 2. ((Einzelabgabe) 1+2 Punkte)

a) Sei A = (ai,j) ∈ Rn×n eine quadratische Matrix und k, l ∈ {1, . . . , n} feste Spalten- bzw.
Zeilenindizes von A. Geben Sie eine invertierbare Matrix B ∈ GLn(R) an, sodass für (ci,j) =
C = BAB−1 gilt, dass ck,l = al,k.
Hinweis: Es handelt sich um eine Elementarmatrix.

b) Es sei A ∈ GLn(R) eine Matrix, sodass für alle M ∈ GLn(R) gilt A ·M = M ·A. Zeigen Sie,
dass A symmetrisch ist, d.h. A = At.
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Aufgabe 3. ((Gruppenabgabe) 1+1+1+2 Punkte)

Für n ∈ N seien A,N ∈ Rn×n Matrizen, sodass A ·N = N ·A. Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Für alle k ∈ N gilt

In − (−1)kNk = (In +N) ·
k−1∑
i=0

(−1)iN i

wobei wir N0 = In setzen.

b) Gilt Nk = 0 ∈ Rn×n für ein k ∈ N, so ist auch (A ·N)k = 0.

c) Gilt Nk = 0 ∈ Rn×n für ein k ∈ N, so ist (In +N)k invertierbar.

d) Ist die Matrix A regulär und gilt Nk = 0 für ein k ∈ N, dann ist A+N ∈ Rn×n regulär.

Aufgabe 4. ((Gruppenabgabe) 1+1+1+2 Punkte)

Wir definieren eine Relation ∼ auf Rn×m:

A ∼ B :⇐⇒ ∃M ∈ GLn(R) : MA = B

a) Beweisen Sie, dass ∼ eine Äquivalenzrelation ist.

b) Beweisen Sie, dass die Abbildung Φ : Rn×m/ ∼→ U , die [A] abbildet auf die Lösungsmenge
des LGS Ax = 0, wohldefiniert ist. Dies bedeutet, dass die der Funktionswert unabhängig
vom gewählten Repräsentanten A der Äquivalenzklasse ist.
In der Abbildung bezeichnet U die Menge aller Untervektorräume von Rm.

c) Entscheiden Sie, ob Φ injektiv ist. Beweisen Sie Ihre Antwort.

d) Ist Φ surjektiv? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Sie dürfen benutzen, dass es für jeden R-Untervektorraum U von Rn endlich viele Ele-
mente v1, . . . , vk ∈ U gibt, sodass

U = {λ1v1 + . . .+ λkvk | λ1, . . . , λk ∈ R}

gilt.
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