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UBUNGSBLATT NR. 4 ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Aufgabe 1. ((Einzelabgabe) 2+2 Punkte)
a) Seien R-Vektorrdume (V7,+1,-1,01) und (V3, 42, 2,02) gegeben. Beweisen Sie, dass
(Vi x Vo, +,-,(01,02))
ein Vektorraum ist, wobei
Yor,wy € Vi, v, wa € Vo i (v1,02) + (w1, wa) = (v1 + wy,v2 + wa),
YA € R, vy € V1,09 € VoA(vy,v2) = (Mg, Avg).
b) Folgern Sie, dass fiir beliebige n,m € N die Menge R™*™ mit komponentenweiser Summe
und Skalarmultiplikation ein R-Vektorraum ist.
Aufgabe 2. ((Einzelabgabe) 24241 Punkte)

Wir bezeichnen mit RY die Menge Abb(N, R). Vielleicht kennen Sie diesen Raum aus der Analysis
als die Menge aller reellen Folgen. In Beispiel 11.2.3 der Vorlesung haben Sie gesehen, dass diese
Menge eine R-Vektorraumstruktur tréagt.

a) Der Raum aller beschrénkten Folgen ist definiert als
(*R)={feRY|IccRVn e N:|f(n)| < c}.

Beweisen Sie, dass ¢*°(R) ein R-Untervektorraum von RY ist.
Hinweis: Sie diirfen die Dreiecksungleichung auf R verwenden: Fiir beliebige a,b € R gilt
|a+0b] < |a| +[b].

b) Den Raum der eventuellen Nullfolgen definiert man
N={feRY|IneNVmecN:m>n= f(m)=0}.
Beweisen Sie, dass N ein R-Untervektorraum von £°°(RR) ist.

¢) Beweisen Sie, dass, falls W ein R-Vektorraum ist, V' ein R-Untervektorraum von W und
U ein R-Untervektorraum von V ist, dann U ebenfalls ein R-Untervektorraum von W ist.
Folgern Sie, dass N ein R-Untervektorraum von RY ist.

Die Losungen zu diesem Ubungsblatt sollen bis spitestens Montag den 27.11.23 um 12:00 online
im CMS abgegeben werden. Bitte stellen Sie sicher, dass in Ihrer Abgabe Name und
Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder gut lesbar enthalten sind.



Aufgabe 3. ((Gruppenabgabe) 6 Punkte)

Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorriume von R? bzw. R3? Beweisen Sie jeweils
Thre Behauptung.

a) Vi:={(z,y) |z +y=0} CR? d) Va={(z,y) | 2* —y* =0} CR?
b) Vo :={(z,y) [z +y=1} CR? e) Vs :=={(x+y,y°) | 2,y e R} CR?
c) V3:={(z,y) | 2! +y* =0} CR? f) Vo :={(z,y,2) |z =y =3z} CR?

Die Losungen zu diesem Ubungsblatt sollen bis spitestens Montag den 27.11.23 um 12:00 online
im CMS abgegeben werden. Bitte stellen Sie sicher, dass in Ihrer Abgabe Name und
Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder gut lesbar enthalten sind.



Erinnerung:

e Eine Variante des Auswahlaxioms (C') besagt:

Zu jeder nicht-leeren Menge M existiert eine Auswahlfunktion, d.h. eine Abbildung
foPBM)\ {0} mit f(A) € A fir alle A € P(M).

e Seien X,Y zwei Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Mann nennt eine Abbildung
g:Y — X ein Rechtsinverses zu f, falls f o g = idy gilt.
Aufgabe 4. ((Einzelabgabe) 242 Bonuspunkte)
In dieser Aufgabe betrachten wir ein weiteres Axiom (RI):
Zu jeder surjektiven Abbildung existiert ein Rechtsinverses.
a) Es sei eine nicht-leere Menge M gegeben. Wir definieren
M={(z,A) e M xP(M)\ {0} |z € A}

und betrachten auf M die Relation ~ definiert durch (z, A) ~ (y, B) :<= A = B. Zeigen
Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M ist. Geben Sie auflerdem eine bijektive Abbildung
h: Mo —B(M)\ {0} an und zeigen Sie die Bijektivitét.

b) Zeigen Sie, dass (RI) die Aussage (C') impliziert.

Die Losungen zu diesem Ubungsblatt sollen bis spitestens Montag den 27.11.23 um 12:00 online
im CMS abgegeben werden. Bitte stellen Sie sicher, dass in Ihrer Abgabe Name und
Matrikelnummer aller Gruppenmitglieder gut lesbar enthalten sind.



