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UBUNGSBLATT NR. 3 ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Aufgabe 1. ((Einzelabgabe) 3 Punkte)

Sei M eine Menge und P C B(M) eine Partition von M. Beweisen Sie, dass die Relation
r~y <= 3ISeP:xeSAyes

eine Aquivalenzrelation auf M ist.

Aufgabe 2. ((Einzelabgabe) 14141 Punkte)

Sei V' ein R-Vektorraum. Beweisen Sie
a) Fiir alle A € R und v € V gilt A\(—v) = (—A)v und damit insbesondere —v = (—1)wv.
b) Fiir alle A € R und v,w € V gilt A(v — w) = Av — Aw.
¢) Fiir alle A;, A2 € Rund v € V gilt (A — A2)v = A\jv — Agu.

Hierbei ist —v das Inverse von v und —\ die reelle Zahl mit entgegengesetztem Vorzeichen zu .

Aufgabe 3. ((Gruppenabgabe) 3+3 Punkte)

a) Geben Sie fiir die folgenden Relationen an, welche der Eigenschaften
Reflexivitdt, Symmetrie, Transitivitdt, Antisymmetrie

sie haben. Entscheiden Sie, ob es sich um Aquivalenz- oder Ordnungsrelationen handelt.
Begriinden Sie jede Threr (positiven und negativen!) Antworten.

(i) Auf der Menge {1,2,3, A, B} definieren wir die Relation ~ durch
1~ A A~2,A~32~B,3~B
(ii) Teilbarkeit auf den natiirlichen Zahlen N, d.h.
alb <= 3JceN:ac=b

(iii) Seien M und N zwei nicht-leere Mengen, sowie € M ein festes Element. Definiere die
Relation ~, auf Abb(M, N) durch

fragie= fz) =g(x).

b) Geben Sie die Aquivalenzklassen der folgenden Aquivalenzrelationen an:
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(i) Auf Z die Relation =.
(ii) Auf Z\ {0} definiere die Relation

an~b:<=albAbla
wobei a|b bedeutet, dass es ein ¢ € Z gibt, sodass ac = b.

(ii) Auf der Menge R x R definiere die Relation

(x1,y1) ~ (2,y2) = Y2 —y1 = 2(v2 — 21)

Aufgabe 4. ((Gruppenabgabe) 2+2+1+1 Punkte)

a) Seien Ry, Re C M x M Aquivalenzrelationen auf einer Menge M. Beweisen Sie, dass dann
R N Ry ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf M ist.

b) Sei R C M x M eine Relation auf M. Wir betrachten die von R erzeugte Aquivalenzrelation
(R), definiert durch
(R) = m{S CMxM|RC S und S ist eine Aquivalenzrelation}

Hierbei bezeichnet () A den Schuitt aller Elemente der Menge A. Zeigen Sie, dass (R) eine
Aquivalenzrelation auf M ist.

c) (i) Sei M ={1,2,3} und R = {(1,2),(3,1)}. Bestimmen Sie (R).

(ii) Geben Sie eine minimale Relation S C Z x Z an, sodass (S) gerade =5 auf Z ist.
Minimal bedeutet hier, das fiir jede echte Teilmenge S’ von S die Menge (S’) nicht mit
=, iibereinstimmt.

Aufgabe 5. ((Einzelabgabe) 242 Bonuspunkte)

In der folgenden Aufgabe ist |-|| : R? — R>q die euklidische Norm auf der reelen Zahlenebene, d.h.
(@ y)ll = Va2 + 2.
a) Beweisen Sie, dass die Relation ~ definiert durch

v~ w <= IANERN\{0}: v=w

auf R?\{(0,0)} eine Aquivalqurelation ist. Bestimmen Sie die Aquivalenzklasse des Elements
(1,1) € R2. Die Menge aller Aquivalenzklassen dieser Relation bezeichnet man als den reellen
projektiven Raum RP!.

b) Die Menge
St={veR? ||| =1}

ist der (reelle) Einheitskreis. Sei ~’ die von der Relation
vl wiEss v = —w

auf S erzeugte Aquivalenzrelation. Beweisen Sie, dass eine Bijektion f : RP* — S'/ ~/
existiert.
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