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Für diesen Zettel erfolgt keine Abgabe mehr, er dient zu Ihrer Übung. Lösungsvorschläge werden
im Verlauf der nächsten Woche im CMS erscheinen.

Aufgabe 1. ((Keine Abgabe))

a) Für drei Zahlen a, b, c ∈ R betrachten wir die Vektoren

va :=

 1
a
a2

 , vb :=

 1
b
b2

 , vc :=

 1
c
c2

 .

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A := (va | vb | vc) in Abhängigkeit von a, b und
c. Für welche Werte von a, b, c ∈ R bilden va, vb, vc eine Basis von R3?

b) Für x1, . . . , xn ∈ K betrachten wir die Matrix

V :=


1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2
...

. . .
...

1 xn x2
n . . . xn−1

n

 .

Zeigen Sie, dass det(V ) =
∏

i<j(xj − xi) gilt.

Aufgabe 2. ((Keine Abgabe))

Wir betrachten die reelle Matrix

A :=


2 −4 4 0 0
0 0 −1 0 0
−1 2 0 −1 3
0 0 0 2 0
1 −2 2 1 −1

 .

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenräume von A. Ist A diagonalisierbar?



Aufgabe 3. ((Keine Abgabe))

Sei K ein Körper und A ∈ Kn×n eine quadratische Matrix mit charakteristischem Polynom
χA(X) =

∑n
i=0 ciX

i.

a) Zeigen Sie, dass A und At die gleichen Eigenwerte haben.

b) Zeigen Sie, dass det(A) = c0 gilt.

c) Zeigen Sie, dass für die Spur(A) :=
∑n

i=1 ai,i die Gleichung Spur(A) = (−1)n−1cn−1 gilt.

d) Folgern Sie, dass die Spur einer Matrix eine Ähnlichkeitsinvariante ist, d.h. sind zwei Matrizen
ähnlich, dann haben sie auch die gleiche Spur.
Erinnerung: Zwei Matrizen A,B sind ähnlich, falls es eine invertierbare Matrix S gibt, sodass
A = SBS−1.

Aufgabe 4. ((Keine Abgabe))

SeiK ein Körper und A ∈ Kn×n eine Matrix. Wir bezeichnen mit A# die Adjunkte zu A = (ai,j)i,j ,
das heißt die Matrix (a′i,j)i,j definiert durch

a′i,j = (−1)i+j det(Aj,i),

wobei Aj,i die Matrix ist, die aus A durch Streichen der Zeile j und der Spalte i entsteht.

a) Zeigen Sie, dass A ·A# = det(A)In gilt.

b) Sei nun A invertierbar und b ∈ Kn beliebig. Wir bezeichnen mit Aj(b) die Matrix, die
aus A entsteht durch Ersetzen der j-ten Spalte von A durch b. Zeigen Sie, dass der Vektor
x = (x1, . . . , xn)

t mit

xi =
det(Ai)

det(A)

die eindeutige Lösung des LGS Ax = b ist.

Aufgabe 5. ((Keine Abgabe))

Sei V ein K-Vektorraum und ϕ : V → V ein Endomorphismus mit ϕ2 = 4 · idV .

a) Zeigen Sie, dass ϕ bijektiv ist.

b) Zeigen Sie, dass alle Vektoren in Bild(ϕ+2 · idV ) Eigenvektoren von ϕ zum Eigenwert 2 sind.

c) Zeigen Sie, dass
Bild(ϕ+ 2 · idV ) ∩Kern(ϕ+ 2 · idV ) = 0.

d) Folgern Sie, dass ϕ diagonalisierbar ist. Was sind die möglichen Eigenwerte von ϕ?


