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Aufgabe 1. ((Einzelabgabe) 2+2 Punkte)

Wir betrachten die folgenden Vektoren in K3

v1 :=

 1
−1
2

 , v2 :=

2
1
0

 , v3 :=

−2
2
1

 , w :=

1
1
1

 .

Beantworten Sie (wie immer mit Begründung) für die drei Körper K := F3,F5,R die folgenden
Fragen:

a) Ist v1, v2, v3 eine Basis von K3?

b) Gilt w ∈ ⟨v1, v2, v3⟩?

Aufgabe 2. ((Einzelabgabe) 2+2+2 Punkte)

Wir betrachten die R-Vektorräume

Pn := {f ∈ R[X] | deg(f) ≤ n}

= {
n∑

i=0

aiX
i | ai ∈ R}

der reellen Polynome von Grad kleiner gleich n mit der üblichen Addition und Multiplikation.

a) Zeigen Sie, dass die Menge U := {f ∈ P3 | f(0) = 0 und f(1) = 0} ein Untervektorraum von
P3 ist und bestimmen Sie eine Basis B von U .

b) Zeigen Sie, dass B ∪ {X,X − 1} eine Basis von P3 ist.

Nun sei

int : P2 → P3, f 7→ int(f), wobei int(f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt,

die Stammfunktionsabbildung.

c) Bestimmen Sie die DarstellungsmatrixDS,B(int) bezüglich der geordneten Basen S := (1, X,X2, X3)
für P3 und B = (X2 +X + 1, πX − 2, 2X2 −X + 1) für P2.
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Definition. Eine Ebene E := v + U := {v + u | u ∈ U} in einem K-Vektorraum V ist die Ver-
schiebung eines zweidimensionalen Untervektorraums U um einen Vektor v ∈ V . Eine Gerade ist
das Analoge für einen eindimensionalen Vektorraum U .

Aufgabe 3. ((Gruppenabgabe) 1+2+1 Punkte)

Sei V ein K-Vektorraum und U,W zwei endlich-dimensionale Untervektorräume von V .

a) Zeigen Sie für den Fall, dass auch V endlich-dimensional ist, dass dim(U) ≤ dim(V ).

b) Zeigen Sie, dass folgende Gleichheit gilt:

dim(U +W ) = dim(U) + dim(W )− dim(U ∩W ).

Hinweis: Ergänzen Sie eine Basis von U ∩W .

c) Zwei Ebenen E1 = v1 +U1 und E2 = v2 +U2 heißen parallel, wenn U1 = U2 gilt. Zeigen Sie,
dass zwei Ebenen E1, E2 ⊆ R3 entweder parallel sind oder als Schnitt eine Gerade haben.

Aufgabe 4. ((Gruppenabgabe) 2 Punkte)

Seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorräume. Wir bezeichnen mit HomK(V,W ) den
Raum der linearen Abbildungen von V nach W . Beweisen Sie

dim(HomK(V,W )) = dim(V ) · dim(W ).
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