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Kapitel 1.

Zahlbereiche

1. Natirliche Zahlen

In dieser Vorlesung verfolgen wir einen axiomatischen Ansatz und fithren die
natiirlichen Zahlen iiber die Peano-Axiome ein. Dazu setzen wir die (naive)
Mengentheorie und Logik als bekannt voraus.

Definition I.1.1 (Peano-Axiome): Die Menge IN der natiirlichen Zahlen wird
durch die folgenden Axiome charakterisiert:

(P1) Die Menge IN ist nicht leer. Es existiert ein ausgezeichnetes Element
0e NN

(P2) Zu jedem Element n € N existiert ein wohlbestimmtes Element n* € IN,
der sogenannte Nachfolger von n.

(P3) Es gibt kein n € IN mit n* = 0, d. h. 0 hat keinen Vorgénger.

(P4) Fir alle ny,ne € IN gilt: Aus nj = n} folgt n; = ny. Das heifit zwei
verschiedene natirliche Zahlen kénnen nicht den gleichen Nachfolger

haben.
(P5) Falls fiir eine Teilmenge M C IN gilt:
(1) 0 e M,
(2) Ist n € M, dann ist auch n* € M,
dann ist bereits M = IN.

Das Axiom (P5) heifit auch Prinzip der vollstindigen Induktion.

Bemerkung 1.1.2: In dieser Vorlesung betrachten wir die Null als natiirliche
Zahl, in anderen Kontexten wird die Null nicht als natiirliche Zahl angesehen.
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Notation 1.1.3: (i) Die Abbildung o: N — IN, n — n* heiflt Nachfolge-
Funktion. Nach (P4) ist o injektiv.

(ii) Wir schreiben 1 := 0%, 2 := 1*, 3 := 2*, und so weiter.
Proposition 1.1.4 (Einzigartigkeit der Null): FEs sei
N*:={neIN| Es gibt k € N mit n =0o(k)}

die Menge aller Nachfolger. Dann gilt N = IN* U {0}. Insbesondere ist 0 das
einzige Element, das kein Nachfolger ist.

Beweis: Setze M := IN* U {0}. Wir wollen zeigen, dass M = IN und verwenden
dazu (P5). Per Definition ist 0 € M. Auflerdem gilt per Definition von M fiir
jedes Element n € M, dass auch o(n) € M und wir schlieflen M = IN. O

Im Folgenden kiimmern wir uns um die gewohnten Verkniipfungen von
nattirlichen Zahlen, d. h. Addition, Multiplikation und Potenzen.

Ansatz 1.1.5: Die bekannten Verkniipfungen haben die folgenden Eigenschaf-
ten:

(S1) Fur alle n € IN setze n + 0 :=n,
(S2) Fir alle n,m € N setze n + o(m) := o(n+ m),

(M1) Fur alle n € IN setze n- 0 = 0,
(M2) Fur alle n,m € N setze n-o(m) :=n-m+n,

(P1) Fur alle a € IN setze a° :=1,
(P2) Fiir alle a,m € N setze a”™ :=a™ - a.
Jetzt miissen wir uns davon tiberzeugen, dass dadurch eindeutige Funktionen

+,-,7: IN x IN — NN festgelegt werden. Zum Gliick ist das der Fall, das sehen
wir in der néchsten Vorlesung.

Proposition 1.1.6 (Rechenregeln): Fir Addition und Multiplikation gelten die
folgenden Rechenregeln:
(i) Fir allen € N istn+1=o(n).
(i) Fir alle k,n,m € N ist (k+m)+n=k+ (m+n),
(iii) Fir alle m,n € N gilt m +n =n+m,
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(iv) Fir alle k,mn e N gilt k- (m+n)=k-m+k-n,
(v) Firallen e N istn-1=n.

Die Aussagen (ii) und (iii) gelten auch fir die Multiplikation.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Aussagen (i), (iii) und (v), der Beweis
von (ii) und (iv) werden als Ubungsaufgabe gestellt werden.

Zu (i): Esist n4+1=n+0(0) = o(n+0) = o(n), wobei wir Rechenregel (i),
(S2) und (S1) verwendet haben.

Zu (iii): Im ersten Schritt zeigen wir, dass fur alle n € IN gilt: n +0 =0+ n.
Wir verwenden dazu (P5) und setzen M :={n € N |n+0 =0+ n}. Zunichst
gilt 0 € M. Ist jetzt n € M, dann ist wegen (S2), weil n zu M gehort und
wegen (S1)

0+c(n)=0c(0+n)=0c(n+0)=0c(n)=c(n)+0.

Mit (P5) folgern wir jetzt M = IN.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass fiir alle n € IN gilt dass n+1 =1+ n.
Wir verwenden erneut (P5) und setzen an M :={n € N |n+1=1+n}. Nach
dem ersten Schritt gilt 0 € M. Sei jetzt n € M. Dann ist

L+ 0(n) = o(1+n) = o(n+1) = o(o(n) = on) + L,

wegen (S2), da n ein Element von M ist und wegen Rechenregel (i). Damit ist
M =N.

Im dritten Schritt sei m € IN gegeben. Wir zeigen per Induktion, dass
fir alle natiirlichen Zahlen n gilt, dass n + m = m + n. Dazu setzen wir
M,, == {n € N | m+n =n+ m}. Nach dem ersten Schritt gilt 0 € M,,. Sei
n € M,, gegeben. Dann haben wir

m+o(n)

(m+n)

cn+m)=n+om)=n+(m+1)=(n+1)+m=oc(n)+m,

wobei wir der Reihenfolge nach (S2), dass n € M, (S2), Rechenregel (i),
Rechenregel (ii) und Rechenregel (i) verwendet haben. Das beschliet den
Beweis.

Zu (v): Es gilt n-1 = n-0(0). Wegen (M2) sehen wir ein, dass n-c(0) = n-0+n
und wegen (M2) ist n-0+n=0+n=n. O

Wir haben im Beweis der Kommutativiat der Addition die Assoziativitat der
Addition verwendet.
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Proposition 1.1.7 (Weitere Rechenregeln):

(i) Fir alle k,m,n € N gilt: Ist k+n =m +n, dann ist k = m.

(ii) Fir alle m,n € N gilt: Ist m +n =0, dann ist m =n = 0.
Beweis: (i) Wirsetzen M = {n € N | Gilt k£ 4+ n = m + n, dann ist k = m}
und gehen vor wie bisher.

(ii) Seien m,n € N mit m +n = 0. Angenommen n wére nicht Null. Dann
gibe es k € IN mit o(k) = n und wir hitten

O=m+n=m+ok)=0c(m+k),

was (P3) widerspricht. Also muss n = 0 sein. Wegen der Kommutativtitat der
Addition erhalten wir auflerdem m = 0. UJ

Bemerkung I.1.8: Aus (P5) leitet sich das Prinzip der vollstandigen Induktion
ab, d.h. sei A eine Aussage tiber eine Variable n. Sind

(i) A gilt fir 0 (Induktionsanfang),

(ii)) Wenn A fiir n € IN gilt (Induktionsvoraussetzung), dann gilt A auch fir
o(n),

erfiilllt, dann gilt A fur alle natiirlichen Zahlen.

Lemma 1.1.9 (Potenzen):

(i) Fir alle natirlichen Zahlen a,m,n gilt a™ - a" = ™™,

n mn

(ii) Fir alle natirlichen Zahlen a,m,n gilt (a™)" = a

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (i). Wie zuvor zeigen wir die Behauptung per
Induktion nach n. Fiir n = 0 und natiirliche Zahlen ¢ und m haben wir

wegen Regel (P1) aus|Ansatz [.1.5, Rechenregel (v) und (S1), wie gewiinscht.

Es gelte die Aussage jetzt fiir eine nattrliche Zahl n. Fiir den Induktionsschluss
wollen wir zeigen, dass fiir alle a, m € IN gilt, dass a™ - a®™ = ™7™ Es ist

a™ - ao’(n) —qm. (an . a) _ (&m . an) ca=am™".q = aa(ern) _ aera(n)’

wobei wir Regel (P2) aus|Ansatz 1.1.5] die Assoziativitédt der Multiplikation,
erneut (P2) und (S2) benutzt haben. Damit ist alles gezeigt. O
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2. Rekursion

Fiir den Rest dieses Abschnitts seien M und N Mengen.

Definition I.2.1: Eine Teilmenge R C M x N heifit bindre Relation oder kurz
Relation zwischen M und N. Die Menge

D(R) :={xz € M | Es gibt y € N mit (z,y) € R}
heifit Definitionsmenge.

Definition I.2.2 (Eigenschaften von Relationen): Es seien M eine nichtleere
Menge und R € M x M eine Relation.

(i) R heifit refleziv, falls fir alle  in M auch (z,z) € R,

(ii) R heifit symmetrisch, falls fir alle z,y € M mit (x,y) € R auch (y,x) € R,

(iii) R heifit antisymmetrisch, falls fir alle z,y € M gilt: Sind (z,y) und (y, x)
in R, dann ist x = y.

(iv) R heifit transitiv, falls fir alle x,y, z € M mit (z,y) und (y, z) in M auch
(x,2) € R gilt.

Definition 1.2.3 (Spezielle Relationen): Seien A eine Menge und R C M x M
eine Relation.

(i) Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heiBt R eine Aquivalenzrela-
tion,

(ii) Ist R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, so heifit R eine partielle
Ordnungsrelation oder kurz Ordnung.

Definition I.2.4 (Funktion): Seien M und N Mengen und R C M x N eine
Relation. Die Menge

D(R) :={x € M | Es gibt y € N mit (x,y) € R}

heifit der Definitionsbereich von R. R heift eine Funktion, falls fir alle x € M
und alle y,z € N gilt: ,Ist (z,y) € R und (z,2) € R, dann ist y = z“ Also

heiBt R Funktion genau dann, wenn es fir jedes x € D(R) genau ein y € N mit
(xz,y) € R gibt. In diesem Fall schreiben wir y =: R(z) und R: D(R) — N.

Beispiel 1.2.5: Seien M = N = IN.
(i) Sei R ={(z,y) | * < y}. Dann ist D(R) = N und R ist keine Funktion.
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(ii) Sei R = {(x,y) | x = 2y}. Dann ist D(R) = 2N = {2n | n € N} und R
ist eine Funktion R: 2IN — IN.

Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dass Funktionen auf den
nattirlichen Zahlen rekursiv definiert werden konnen. Zur Plausibilisierung zwei
Beispiele:

(i) Seien M = N = IN. Dann wird durch f(0) =1, f(n+1) =(n+1)- f(n)
die wohlbekannte Fakultétsfunktion erklért.

(ii) Seien M = N und N = {r, b, s}. Betrachte

g1: N — N, gi(r)="b, gi(b)=r und gi(s) =s,
g2: N — N, g2(r) =7, g2(b)=s und ga(s) =b.

Dann definiert

- _Jou(f(n)), falls n ungerade,
f(0) :==s, f(n+1):= {gg(f(n)), falls 1 gerade,

eine Funktion f: M — N.

Die Situation im Folgenden wird sein: Gegeben sind x € M und fiir alle
natirlichen Zahlen n Funktionen g¢,,: M — M. Wir suchen eine (hoffentlich
eindeutige) Funktion f: IN — M mit f(0) =z und f(n+ 1) = g.(f(n)).

Satz 1.2.6 (iiber die Rekursion): Sei x € M. Weiter sei fiir jede natirliche
Zahl n eine Funktion g,: M — M gegeben. Dann gibt es genau eine Funktion
f:IN—= M mit f(0) =x und f(n+1) = g.(f(n)).

Beweis: Als ersten Schritt zeigen wir die Eindeutigkeit von f. Seien dazu
[/ N = M gegeben, die f(0) = = = f'(0) und f(n+1) = g.(f(n))
beziehungsweise f'(n+1) = g,(f'(n)) erfilllen. Sei K = {n € N | f(n) = f'(n)}.
Nach Voraussetzung gilt 0 € K. Ist jetzt n € K gegeben, dann haben wir

fo(n)) = gu(f(n)) = ga(f'(n)) = f'(a(n)),

d.h. o(n) € K. Damit gilt schon K = IN.

Als zweiten Schritt zeigen wir die Existenz von f. Dazu betrachten wir alle
Relationen, die die angegebenen Wert enthalten und wollen zeigen, dass die
kleinste solche eine Funktion ist. Setze also

R:={RCNxM|(0,z) € Rund ,foralln € N: (n,y) € R= (n,y) € R“}

10
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und definiere Ry := Nge B :={(n,y) e Nx M | VR e R : (n,y) € R}. Wir
wollen zeigen, dass auch Ry zu R gehort. Zunéchst ist (0,z) € Ry, denn (0, x)
ist Element jeder Relation R € R. Ist jetzt (n,y) € Ry, dann ist (n,y) auch
Element jeder Relation R € R. Wegen der Definition von R heifit das, dass
auch (o(n), g,(y)) ein Element jeder Relation R € Ry ist, d.h. (c(n), g, (v))
gehort zu Ry.

Bleibt zu zeigen, dass D(Ry) = IN und dass fiir alle Tupel (n,y) = (n,y') €
Ry gilt, dass y = 3. Beides zeigen wir per Induktion. Setze dazu zunéchst
K := D(Ry). Es gehort 0 zu K, denn (0,z) € Ry. Ist jetzt n € K, dann gibt
es y € M, sodass (n,y) € Ry. Damit ist auch (o(n),g,(y)) in Ry, d.h. o(n)
gehort zu K.

Setze nun K :={n € N | (n,y) € RoA(n,y') € Ry = y = y'}. Angenommen
es gibe y € M mit x # y und (0,y) € Ry. Dann ware auch R} := Ry — {(0,v)}
eine Relation mit den vorgegebenen Eigenschaften, die beziiglich Inklusion
kleiner wére als Ry — ein Widerspruch zur Definition von Ry. Damit gehort
(0,2) zu K.

Sei jetzt n € K. Dann gibt es genau ein y € M mit (n,y) € Ry und per
Definition wére auch (o(n),g,(y)) € Ro. Angenommen es gibe z # g,(y),
sodass (o(n), z) zu Ry gehorte. Dann ware wieder Rj, := Ry — {(c(n), z)} eine
Relation in R, die beziiglich Inklusion kleiner wéare als Ry. Damit folgern wir
K = IN und erhalten dass f = Ry die eindeutige Funktion mit den gewiinschten
Eigenschaften ist. O

Beispiel 1.2.7: (i) Nach [Satz 1.2.6] konnen wir per f(0) = 0, f(1) = 1,
f(n+2) = f(n+1)+ f(n) eine eindeutige Funktion f: N — IN definieren.
Dieses f heifit die Fibonacci-Folge.

(ii) Per s(0) =1, S(n + 1) = S(n) + ¢"™" wird eine eindeutige Funktion
S:IN — N definiert.

Proposition I.2.8 (Addition und Multiplikation):
(i) Es gibt eine Funktion +: IN x N — IN mit den Eigenschaften
VnelN:+(n,0)=n, Vm,n € N:+(m,o(n)) = o(+(m,n)).
(ii) Es gibt eine Funktion -: IN x N — IN mit den Eigenschaften
VnelN: - (n,0)=0, Vn,méeN: - (n,o(n)) =+(-(n,m),n).

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (i). Fiir die natiirliche Zahl m erhalten wir

mit [Satz [.2.6] die Funktion f,,,: N — IN wie folgt: Wéahle x = m und ¢, == o.

11
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Dann ist f,,,(0) = m und f,(c(n)) = o(fm(n)). Nun kénnen wir ,+* definieren
als
+: NxIN— NN, (m,n) — fi(n).

Diese Funktion ,,4+“ hat die gewiinschten Eigenschaften. U

3. Das Prinzip des kleinsten Taters

Definition I.3.1 (Anordnung auf IN): Fir nattirliche Zahlen m und n definieren
wir m < n, falls es eine natiirliche Zahl k mit n = m + k gibt.

Proposition 1.3.2 (,,<* als Ordnungsrelation): Die Menge
R:={(m,n) e NxN|m<n}

ist eine totale Ordnungsrelation, d. h. R ist eine Ordnungsrelation und fiir alle
m,n € N gilt m < n oder n < m.

Der Beweis der Proposition wird Ihre Aufgabe auf einem Ubungsblatt werden.
Proposition 1.3.3 (,,Kiirzbarkeit“ bei Ungleichungen):

(i) Fir alle k,m,n € N gilt k+n < m+n genau dann, wenn k < m,

(ii) Fir alle k,m,n € N gilt km < kn genau dann, wenn m <n

Beweis: Wir zeigen exemplarisch (i), (ii) zeigt man analog.

,=" Seien k,n,m € N mit k£ +n < m + n. Per Definition gibt es eine
natiirliche Zahl ¢, sodass m +n =k +n + ¢, d. h. wegen der Kommutativtitét
der Addition haben wir m +n = k + £ + n. Wegen [Proposition 1.1.7] (i) haben
wir m = k + £, also ist k < m.

,<=“: Seien k und m nattrliche Zahlen mit £ < n. Per Definition gibt es
¢ € Nmit m=k+/¢, dh. m+n==%k+ ¢+ n. Mit der Assoziativitat und
Kommutativitat der Addition ist alsom+n=k+n+¢, d. h. k+n <m+n.0J

Definition I.3.4: Seien m und n natiirliche Zahlen. Wir definieren m > n, falls
n < m; m <n, falls m <n und m # n sowie m > n, falls n < m und m # n.

Definition I.3.5 (Ordnungsmengen): Sei n eine natiirliche Zahl. Wir setzen
Ns,:={keN|k>n}, Ng ={keN|k<n}

und definieren analog die Mengen IN_,, und IN-,,.

12



3. Das Prinzip des kleinsten Téters

Bemerkung 1.3.6: Seien n und m natiirliche Zahlen. Die Zahl m ist genau
dann echt grofer als n, wenn m nicht kleinergleich n ist. Somit haben wir die
Zerlegungen N = N, UIN.,, und N = IN>,, WIN_,,. Einige offensichtliche Regeln
fir ,<* sind:

(i) Jede naturliche Zahl ist groSergleich Null.
(ii) Jede natiirliche Zahl die kleinergleich Null ist, ist gleich Null.
(iii) Fir alle naturlichen Zahlen m,n gilt: Ist m < n + 1, dann ist m < n.
)

(iv) Sind n,m und k natiirliche Zahlen, dann gilt: Ist n > m und m > k,
dann ist n > k.

Satz 1.3.7 (Prinzip des kleinsten T&ters): Die natirlichen Zahlen sind, zu-
sammen mit der oben definierten Ordnung, eine Wohlordnung. Das heifst, dass
jede nicht-leere Teilmenge M von IN ein kleinstes Element besitzt, in Zeichen:
sdmoge M :VneM:my<n-

Beispiel 1.3.8 (Null als kleinste natiirliche Zahl): Null ist die kleinste natiirli-
che Zahl, d.h. fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 0 < n. Das folgt aus
ung 1.3.6}

Beweis: Per vollstandiger Induktion nach n zeigen wir die folgende Aussage:
Ist M eine Teilmenge von IN und gibt es m € IN, sodass m < n und m € M,
dann hat M ein kleinstes Element.

Fir den Induktionsanfang sei n = 0. Dann gehoért Null zu M und nach
[Bemerkung 1.3.6]ist Null das kleinste Element von M.

Fir den Induktionsschritt gelte die Aussage fiir eine nattirliche Zahl n. Wir
zeigen, dass die Aussage dann auch fiir n + 1 gilt. Sei also M C IN und es gebe
m € IN, sodass m <n+1und m € M.

Ist n + 1 kleinstes Element von M, dann sind wir fertig. Ist n + 1 nicht das
kleinste Element von M, dann gibt es ein m € M, sodass m < n + 1. Nach
Induktionsvoraussetung hat M jetzt ein kleinestes Element. 0

Satz 1.3.9 (Schubfachprinzip): Seien n und m natirliche Zahlen mit m > n
und f: N<,, = N<,,. Dann ist f nicht injektiv, d. h. es gibt verschiedene a und
b in N<,, mit f(a) = f(b).

Beweis: Wir zeigen die Behauptung via Induktion nach n.

Ist n = 0, dann ist N<,, = Ny = {0}. Nach Bemerkung [Bemerkung 1.3.6|
sind 0 und 1 enthalten in N, wir haben also 0 = f(0) = 1 und f ist nicht
injektiv.

13
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Unsere Induktionsvoraussetzung ist, dass fiir alle natiirlichen Zahlen m, die
grofer sind als n, jede Abbildung f: IN<,, — IN<, nicht injektiv ist. Seien jetzt
m >n—+1und f: N<,, - N<, 1 eine Abbildung. Wir zeigen, dass f nicht
injektiv ist.

Da m grofer ist als n + 1, ist m jedenfalls nicht Null, das heif3t wir finden
m’ € N, sodass m = m' + 1.

Gibt es a € N<,y, das f(a) = f(m) leistet, dann gilt die Behauptung und
wir sind fertig.

Gilt fiir a € N<,,y, dass f(a) # f(m), dann definieren wir

1, falls i <n +1,

g: Nep 1 = {f(m)} — Ngy, ' {f(m), falls i = n + 1.

Wir bemerken, dass der zweite Fall in der Definition von ¢ fir f(m) =n+1
nicht eintritt.

Da fir a < m' gilt, dass f(a) # f(m), ist go flw_ ,: Ny — INg, mit
m’ > n. Das folgt aus [Proposition I.3.3] Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
verschiedene a und b in N/, sodass g(f(a)) = g(f(b)). Da g injektiv ist, folgt
daraus f(a) = f(b). O

Bemerkung 1.3.10 (Interpretation des Schubfachprinzips): Aus[SatzI.3.9|iiber
das Schubfachprinzip folgt: Sind n und m positive natiirliche Zahlen mit n > m
und verteilt man n Objekte auf m Mengen, dann gibt es mindestens eine Menge,
in der mehr als ein Objekt landet.

Bemerkung 1.3.11: (i) Das Prinzip des kleinsten Téters ist dquivalent zum
Axiom (P5).

(ii) Sind m und n natiirliche Zahlen und ist m > n, dann existiert per
Definition eine natturliche Zahl k, sodass m = n + k. In diesem Fall konnen
wir m — n := k als Differenz von m und n definieren. Das geht aber nicht fiir
beliebige natiirliche Zahlen m und n. Wir wollen im Folgenden die nattirlichen
Zahlen so erweitern, dass Gleichungen der Form m = n + x immer eine Losung
haben. Dazu betrachten wir die Relation R auf IN x IN, die erklart ist durch

(a,b)R(d', V) = a+b =b+d.

4. Die ganzen Zahlen

Im Folgenden schreiben wir statt R oft ~ fiir eine Aquivalenzrelation und statt
aRb, was ja fiir (a,b) € R steht, schreiben wir einfach a ~ b. Ist R C A x A,
dann sprechen wir von einer Aquivalenzrelation auf A.

14



4. Die ganzen Zahlen

Definition I.4.1 (Aquivalenzklassen): Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer
Menge A.

(i) Fiir a € A heifit die Menge [a] := a/~ = {b € A | a ~ b} die Aquivalenz-
klasse von a.

(ii) Die Menge A/~ :={[a] | a € A} heiBlt Menge der Aquivalenzklassen.

(iii) Seien a und @’ Elemente von A. Gilt o’ € [a], dann heifit a’ Reprisentant
der Restklasse von a.

Erinnerung 1.4.2: Seien A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Dann ist A die disjunkte Vereinigung seiner Aquivalenzklassen, d.h. es gilt

(i) Jedes Element von A gehort zu einer Aquivalenzklasse,

(ii) Sind a,b Elemente von A und ist [a] # [b], dann ist sogar [a] N [b] = @.
Beispiel 1.4.3: Auf den natiirlichen Zahlen erklért
a~b <= Esgibt k € N mit a = b+ 3k oder b = a + 3k}
eine Aquivalenzrelation (iiberzeugen Sie sich davon). Es sind
0] = {0,3,6,9,12,...}, [1]={1,4,7,10,13,...}, [2]={2,5,8,11,14,...}
und das sind auch die einzigen Aquivalenzklassen; d. h. N/~ = {[0], [1], [2]}.

Sind a und b natiirliche Zahlen, dann hat die Gleichung x + b = a im
Allgemeinen keine Losung in den natiirlichen Zahlen. Diesem Problem wollen
wir begegnen, indem wir z als Losung von z + b = a mithilfe der Daten
(a,b) € N x IN beschreiben.

Stiinden uns die ganzen Zahlen schon zur Verfiigung, dann wére r =a — b
eine Losung der Gleichung. Ware x Losung einer weiteren Gleichung x = a’ — ¥/,
dann gélte a + b = a’ +b.

Im Folgenden wollen wir uns von der Eindeutigkeit der Losung x iiberzeugen.
Dazu iiberlegen wir uns, wann die Gleichungen x +b = a und = + b = d’
dieselbe Losung haben.

Seien a,a’, b, b’ und x natiirliche Zahlen. Gilt x +b = a¢ und z + V' = @/, dann
haben wir auch x4+ b+ a’ = x +b' + a, also nach [Proposition 1.3.3|/b+a’ = a+V'.
Haben also die Gleichungen x + b = a und x + ¥ = a’ dieselbe Losung, dann
gilt schon a + b = a’ + b.

Ist andersherum a + o' = @’ + b und gilt « + b = a, dann haben wir

r+b4+a=x+d +b=a+d,
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also nach [Proposition 1.3.3| auch x + 0’ = /. Das heifit: Ist a + ' = a’ + b und
hat die Gleichung =+ a = b eine Losung, dann hat auch x +a’ = b’ eine Losung;
und zwar die gleiche wie x + b = a.

Ein zielfithrender Ansatz ist also,  aus der Gleichung x+b = a mit dem Tupel
(a,b) € N x IN zu identifizieren und diejenigen Tupel (a, b) und (a/, ") € N x N
nicht zu unterscheiden, fiir die a + 0 = o’ + b gilt. Das richtige Werkzeug fir
diese Einteilung der Tupel in IN x N ist eine Aquivalenzrelation.

Proposition 1.4.4: Sei A =IN x IN. Auf A wird durch
(a,b) ~ (V) <= a+b =b+d
eine Aquivalenzrelation erkldrt.

Beweis: Die Relation ~ ist reflexiv, denn fiir alle (a,b) € A gilt a +b = b+ a.
Sind (ay,b;) und (ag, be) Elemente von A mit (ay,by) ~ (as, be), dann folgt
a1 + by = by + ag, d.h. wegen der Kommutativitiat as + by = by + aq, also
(ag,by) ~ (ay,by), d.h. die Relation ist symmetrisch.
Schliefllich ist die Relation transitiv, denn fir (ay,b;), (ag,bs) und (as, bs)
aus A mit (ay,by) ~ (ag,by) und (ag, by) ~ (as, b3) hitten wir aj 4+ by = by + az
und as + b3 = a3z + by, d. h. es wére

a; + by + ag + bg = by + as + by + as,

mit [Proposition 1.3.3|also a; + b3 = by + a3, d. h. (a1,b1) ~ (a3, b3). O

Definition 1.4.5 (ganze Zahlen): Die Menge der Aquivalenzklassen fiir die Aqui-
valenzrelation aus |Proposition [.4.4] nennen wir die Menge der ganzen Zahlen
und notieren sie mit Z, d.h. Z := IN x IN/~.

Die Abbildung ¢: N — Z, n — [(n,0)] ist injektiv. Sind némlich (n4,0),
(ng,0) Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse, dann gilt n; + 0 = ny + 0,
also n; = ny. Via ¢ fassen wir IN als Teilmenge von 7 auf.

Notation: Seien n eine natiirliche Zahl und k eine positive natiirliche Zahl. Wir
schreiben n := [(n,0)] und —k := [(0, k)].

Wir wollen im Folgenden eine Addition und eine Multiplikation auf Z erklaren.
Sind a = [(a1,a2)] und b = [(by, b2)] Elemente von Z, dann gilt

ar —as + by — by = ay + by — (az + be),
(0,1 — az) . (bl — bg) = a1b1 + CL2b2 — (ale + azbl).
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4. Die ganzen Zahlen

Beispiel: Wir betrachten [(4, 1)] und [(0,2)] aus Z. Einsetzen in die Definitionen
fir Addition und Multiplikation liefert

(4, D] +10,2)] = [(1,0)] = [(4,3)], (4 D]-[(0,2)] = [(0,6)] = [(2,8)].

Lemma 1.4.6 (Addition und Multiplikation): Die folgenden Abbildungen sind
wohldefiniert und hdngen nicht von den gewdhlten Vertretern ab:

ZxT—Z,  ([(a1,a2)], [(b1,02)]) — [(a1 + b1, as + bo)],
L X1 — Z, ([(al,ag)], [(bl,bz)]) — [((Zlbl + ang,ale + Clzbl)]

Beweis: Wir zeigen exemplarisch, dass die Addition wohldefiniert ist. Der
Beweis fiir die Multiplikation geht analog.

Seien dazu (aq,as), (b1, b2), (ay,a)), (b],05) € A mit (ag,as) ~ (a},al) und
(b1,by) ~ (b}, by). Wir miussen zeigen, dass (a3 + by, as + be) in derselben
Aquivalenzklasse liegt wie (a} + b}, a} + b}). Wegen der Definition der Relation
»~ haben wir, dass a} + ay = aj + a1 sowie bj + by = by, + b;. Damit erhalten
wir

ay + by + ay + by = aby + by + ay + by,

d.h. (a}) + by, al + b)) ~ (ay + by, az + be), was die Wohldefiniertheit von ,,+
zeigt. 0

Proposition 1.4.7 (Strukturelle Eigenschaften von + und -): Die Verkniipfun
gen ,+“ und ,-“ sind beide assoziativ und kommutativ. Fir ,+“ und ,-“ gelten
die Distributivgesetze. Fiur alle ganzen Zahlen a gilt a +0 = a = 0 + a,
a-1=a=1-aunda-0=0=0-a. Schliefilich sind die ganzen Zahlen
nullteilerfrei, d. h. es gilt fir alle ganzen Zahlen a,b: Ist a -b = 0, dann ist
schon a =0 oder b = 0.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch die Distributivitat. Sind dazu a = [(ay, ag)],
b=1[(b1,bs)] und ¢ = [(c1, ¢2)] € Z, dann rechnen wir nach, dass

(a+b)-c=[(a1 +bi,as + ba)] - [(c1,¢2)]
= [(a1¢1 + bici + azcy + baca, arca + bicy + ascy + bacy )]
= [(a1c1 + agce, a1ca + ager)] + [(bicr + baca, bica + bacy)]
= ([(a1,a2)] - [(c1,¢2)]) + ([(b1, b2)] - [(c1,¢2)]) =a-c+b-c,
was wir zeigen wollten. O
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Notation 1.4.8: Ab jetzt folgen wir der Konvention ,,Punkt vor Strich“, d.h.
wir fithren Multiplikation vor Addition aus und sparen uns auf diese Weise
Klammern in der Notation.

Proposition 1.4.9: Fiir ganze Zahlen a und b hat die Gleichung a + x = b stets
genau eine Losung in 7., d. h. ,Na,be ZAx €Z a+x=>b"

Beweis: Seien ganze Zahlen a = [(a1,a2)], b = [(b1,be)] und = = [(z1,22)]
vorgegeben. Dann haben wir die Aquivalenzen
r+b=a < [(x1+ b, x2+ bo)] = [(a1,a2)]
<~ 1 +bt+ay=xy+by+ a1
<~ [(Il, l’g)] = [(CLl + bg, ag + bl)]

was unsere Behauptung zeigt. OJ

Definition 1.4.10 (Differenz): Fiir ganze Zahlen a = [(a1, as)] und b = [(by, by)]
heifit
b—a:= [(CLQ + bl, ay + b2)]

die Differenz von b und a.

Sind a und b ganze Zahlen, dann ist a — b das eindeutige Element x € Z, das
x + b = a leistet.

Proposition 1.4.11 (Additive Inverse): Seien a und b ganze Zahlen.

(i) Es gibt genau eine ganze Zahl ¢, die b+c = 0 = c+0b leistet. Wir schreiben
—b := c. Insbesondere gilt 0 — b = —b.
(ii) Fir die Differenz a — b gilt a —b = a + (=b).
(iii) Esist (—=1)-a= —a.

Beweis: (i) Diese Aussage ist eine direkte Konsequenz von [Proposition 1.4.9|

und [Definition 1.4.10.

(ii) Unter Verwendung von b+ (—b) = 0 = (—b) + b konnen wir schreiben
a+ (=b) + b= a+ 0= a, mit [Definition 1.4.10| liefert das die Behauptung.

(iii) Wir rechnen nach, dass
a+(=1)-a=1-a+(-1)-a=(1+(-1))-a=0-a=0,

wie gewtiinscht. U
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4. Die ganzen Zahlen

Sind ay, as, by und by natiirliche Zahlen, dann gilt a; — ay < by — by genau
dann, wenn a; + by < as + by. Dies wollen wir uns zunutze machen, um auf den
ganzen Zahlen eine Ordnung zu erklaren. Wir werden sehen, dass diese Ordnung
die bereits bekannte Ordnung auf den natiirlichen Zahlen fortsetzt, d.h. die
Einschrankung dieser Ordnung auf den ganzen Zahlen auf die Teilmenge ¢(IN)
reproduziert (IN, <).

Definition 1.4.12 (Ordnung auf den ganzen Zahlen): Wir definieren die Rela-
tion ,,<“ auf den ganzen Zahlen wie folgt: Fiir ganze Zahlen a = [(ay, as)] und
a<b<<= a;+by<ay+b.

Diese Definition ist unabhédngig von den gewéhlten Vertretern und eine
Ordnungsrelation. Das werden Sie auf dem folgenden Ubungsblatt nachweisen
diirfen. Weiter konnen wir die Symbole ,>“, ,<“ und ,>* wie fiir die Ordnung
auf den nattrlichen Zahlen erklaren.

Proposition 1.4.13 (Eigenschaften der Ordnung):
(i) ,<“ setzt die Ordnungsrelation ,<“ auf IN fort.
(ii) Fir ganze Zahlen a,b gilt a < b genau dann, wenn b —a > 0.
(iii) Fir alle ganzen Zahlen a,b,c gilt a < b genau dann, wenn a + ¢ < b+ c.
)

(iv) Fir alle ganzen Zahlen a,b und eine natiirliche Zahl m gilt: Ist a < b,
dann ist auch am < bm.

(v) Fir alle ganzen Zahlen a,b und m € Z mit —m € N gilt: Ist a < b, dann
ist am > bm.

(vi) Seien a und b ganze Zahlen. Gilt a,b > 0, dann ist auch a-b > 0. Ist
a>0undb <0, dann ist a-b<0. Sind a,b <0, dann ist a-b > 0.

Beweis: (i) Seien [(a,0)],[(b,0)] ganze Zahlen. Es gilt [(a,0)] < [(b,0)] per
Definition genau dann, wenn a4+ 0 < b+ 0. Aber das gilt nach |Proposition 1.3.3|
genau dann, wenn a < b.

(ii) Seien a = [(a;,as)] und b = [(by, ba)] ganze Zahlen. Unter Verwendung
von [Definition I.4.10{ und [Definition I.4.12| erkennen wir die Aquivalenzen

b—a>0 <= [(bl+a2,b2+a1)] >0
<~ b2 +a; < b1 + a9 <— [(al,ag)] < [(bl, bg)]
(iii) Wegen (ii) ist @ < b genau dann, wenn b —a = b+ ¢ — (¢ +a) > 0.
Wieder wegen (ii) ist das dquivalent zu b+ ¢ > a + c.

Die Beweise fiir die restlichen Aussagen bleiben Ihnen als Ubungsaufgaben
iberlassen. m
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5. Die rationalen Zahlen

Durch die Konstruktion der ganzen Zahlen haben wir uns eindeutige Losungen
fir Gleichungen der Bauart a + x = b verschafft, wobei a, b ganze Zahlen sind.
Gleichungen der Bauart a - x = b fiir ganze Zahlen a,b kénnen wir in den
ganzen Zahlen aber (meist) nicht 16sen. Wieder wollen wir diesem Problem mit
Zahlbereichserweiterung begegnen, das heifit der Gleichung b-x = a ordnen wir
wieder das Tupel (a,b) zu. Wir hitten gerne, dass zwei Tupel zu dem Bruch
zugeordnet werden, ,in den sie gekirzt werden konnen*, das heif3t wir sollten

die Relation ,~*“ auf Z x (Z — {0}), die durch
(a,b) ~ (d' V)<= a-V =d b

erklart wird, betrachten.

Ein entscheidendes Werkzeug im Folgenden wird die Kirzungsregel sein:
Ist z # 0 und gilt a - x = a' - x, dann ist schon a = a. Das folgt aus der
Nullteilerfreiheit von Z (siehe [Proposition 1.4.7), ist namlich a -z = o’ - , dann
ist (a —a’) - x = 0, woraus wir wegen = # 0 folgern kénnen, dass a = d’.

Bemerkung 1.5.1: Seien a,a’ ganze Zahlen und b,0 von Null verschiedene
natiirliche Zahlen.

(i) Die Gleichung b - x = a hat hochstens eine Losung,

(ii) Die Gleichungen b-x = a und b’ - = a haben genau dann die gleiche
Losung xg, wenn a - b’ = a’ - b.

Beweis: (i) Angenommen wir hitten b- 2 = a und b -2’ = a. Dann ist
b-(z—2a')=0b-x—0b-2/ =a—a = 0. Nach |Proposition 1.4.7| muss dann
x—2' =0 gelten, d. h. z = 2’

(i) ,,=“: Zunéchst gelte xg # 0. Gilt b x = a sowie I/ - z = d/, dann haben
wir b-x-a’ = a-b -z, d h mit|[Proposition 1.4.7 folgt ab’ = ba’. Ist z¢ = 0,
dann ist « = @’ = 0 und die Behauptung folgt.

<= Wir wissen: Gilt a -0 = a’ - b und ist a = 0, dann ist wegen a = d’
schon @’ = 0, da die ganzen Zahlen nach |Proposition 1.4.7| nullteilerfrei sind.

Sei jetzt ¢ € Z mit b - z¢ = a. Ist a # 0, dann haben wir

/ / /
b'-xzg-a=a -b-xg=a -a,

weil a nicht Null ist, kénnen wir also mit der Kiirzungsregel folgern, dass
V-xyg=d.

Ist a = 0, dann gibt unsere Voriiberlegung, dass auch o’ = 0 ist. Aulerdem
ist b-xo = 0, weil aber b nach Voraussetzung nicht Null ist, muss xq = 0 sein
und wir haben ¥ - 2o = 0 = d’. O
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5. Die rationalen Zahlen

Proposition 1.5.2 (Die Quotientenrelation): Die Relation ,~“ auf der Menge
S =7 x (Z — {0}) gegeben durch

(w1, 22) ~ (Y1,12) 1 = T1Y2 = T2l

ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Der Beweis funktioniert fast genau wie fiir [Proposition [.4.4] Die
Reflexivitdt und Symmetrie sieht man durch direktes Einsetzen. Nun zur
Transitivitat der Relation: Seien (aq, b1), (az,b2) und (as, bs) in Z x (Z — {0})
mit (a1, by) ~ (az,be) und (ag,by) ~ (as,bs). Dann haben wir a; - by = by - as
und as - b3 = agz - by, also

al'bg'ag'bgzbl'ag'bg'ag.

Ist as # 0, dann kénnen wir mit der Kiirzungsregel a; - b3 = ag - by folgern. Ist
as = 0, dann liefert die Nullteilerfreiheit von Z (Proposition 1.4.7)) angewendet
auf auf die ersten beiden Gleichungen, dass dann auch a; und a3 Null sein
miissen, d.h. a; - b3 = b; - as. O

Definition 1.5.3 (der rationalen Zahlen): Die Menge Q := S/~ der Aquiva-
lenzklassen von ~ heif3t Menge der rationalen Zahlen.

Proposition 1.5.4 (Der Korper der rationalen Zahlen): (i) Die Verknipfun-
gen ,+“und ,-“ auf Q definiert durch

(21, 22)] + [(y1,92)] = [(7192 + T2y1, T212)],
(21, 22)] - [(y1, 12)] = [(21y1, T212)]

sind wohldefiniert und unabhdingig von den gewdhlten Vertretern.

(ii) Die Verknipfungen ,+ ¢, ,-“ sind kommutativ, assoziativ und es gelten
die Distributivgesetze.

(iii) Fir alle rationalen Zahlen x gilt 1-v =x =z -1 sowie x+0 =2 =0+=x.
(iv) Fir jede rationale Zahl x gibt es eine rationale Zahl y, sodass

r+y=0=y+x.

Ist x verschieden von Null, dann gibt esy € Q mitx-y=1=y-x.
Beide y sind eindeutig bestimmt und werden mit —x beziehungsweise
1/z bezeichnet.
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Beweis: Die Beweise von (i) und (ii) gehen éhnlich wie die Beweise von
ma [.4.6| und [Proposition 1.4.7]

Zu (iii): Fur x = [(x1,22)], 0 = [(0,1)] und 1 = [(1,1)] kénnen wir einfach
nachrechnen, dass

O+z=x+0=/[(z1,22)] +[(0,1)] = [(x1 - 1 + 290,29 - 1)] = [(w1, 22)] = x,
Lo =a-1=[(z,2)]- (L] = [(z1- 1,25 - D] = [(21, 22)] = .
Zu (iv): Seien x = [(x1,22)] und y = [(y1, y2)]. Dann gilt

r+y=y+r=0 < [(T1y2 + T2y1, T212)] = [(0,1)]
= (T1y2 + 22y1) - 1 = 29y - 0
< 1Y + 12y =0
= iy = Ty == [(Y1,92)] = [(—71, 72)],

das heifit es gibt so ein y und es ist eindeutig bestimmt — namlich y = [(—x1, z2)].
Weiter berechnen wir

zoy=l=y -z <> [(x1,22)] - [(y1,92)] = [(1,1)]
= [(z1y1, 72y2)] = [(1,1)]
= iy -1 =20 - 1 = [(y1,12)] = [(w2, 21)]

was den Beweis beschlief3t. O

Korollar 1.5.5 (Additive und multiplikative Inverse): Aus dem Beweis von[Prp-

[position I.5.4) folgt, dass fiir x = [(x1,22)] € Q gilt:
—z = [(—1,22)], a=t = [(22,21)].

Korollar 1.5.6: Seien a und b rationale Zahlen, a verschieden von Null. Dann
hat a - x = b eine eindeutige Losung, namlich x = 1/a - b.

Beweis: Ist b # 0, dann gilt b+ x = a genau dann, wenn 1/b-b-x = 1/b- a,
aber das ist dquivalent zu x = 1/b - a. Hieraus folgen sowohl Existenz als auch

Eindeutigkeit der Losung. OJ

Fiir jede rationale Zahl x = [(z1, x2)] gilt -0 = [(x1, 22)]-[(0,1)] = [(0, z2)] = 0.
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5. Die rationalen Zahlen

Notation I.5.7: Sind =z und y ganze Zahlen, y verschieden von Null, dann
schreiben wir ab jetzt x/y = [(z,y)].

Fiir rationale Zahlen x und y, wobei y von Null verschieden ist, schreiben wir
ab jetzt x/y :=1/y - x. Diese Schreibweisen sind vertraglich miteinander, denn

1
[(y,1)]

Fir x,y € Q schreiben wir x — y fir x + (—y).

(2, D] = (L )] - (2, D] = [, y)]-

Bemerkung 1.5.8 (Rechengesetze fiir 3): Mit der Notation aus|[Notation 5.7

gelten die folgenden Rechengesetze fiir rationale Zahlen z,y, z, w, a, wobei z, w
und a verschieden von Null sind:

(i) Ist v :=x2/z, dann ist —v = (—z)/z und 1/v = z/z,

(ii) Fiur die Briiche z/z und y/w sind

€ - xr
- =+
z

w zow Z-a

SERS
SHES

y rTrwty-z r-a
z

w
g

Beweis: Alle Behauptungen lassen sich durch einfaches Nachrechnen zeigen.
Wir zeigen exemplarisch, dass z/z - y/w = (x - y)/(z - w). Schreibe dazu
z = [(z1, 22)] und w = [(wy, ws)]. Dann ist
1
= — .-
2

SIS
g =

-y = [(22,21)] - @ - [(wo, w1)] - y

S

x.y x'y
oz ey = o]~ 2w

Definition 1.5.9 (Ordnung auf Q): Seien * = z1/x2 und y = y1/y2, wobei
x1,y1 € Z und xq,y, € N — {0}.

(i) Auf @ definieren wir die Relation ,,<“ durch
0<zr:<—= 0<2; inZ, y<zr:<= 0<zx—y.
(ii) Definiere die Abbildung |-|: Q@ — Q>¢ = {x € Q | x > 0} durch

x, falls z >0,
|z| :=1<¢ 0, fallsz=0,
—z, falls z < 0.
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(iii) Definiere die Abbildung d: Q x Q — Qo durch d(z,y) := |z — y|.

Genau wie in [Definition [.3.4] erklaren wir die Symbole ,>%, | <“ und ,,>“

Bemerkung 1.5.10 (Eigenschaften der Ordnung auf Q): Es gelten die Analo-
ga der Eigenschaften aus |[Proposition [.4.13], das heifit:

(i) Die Relation ,,<“ ist eine totale Ordnungsrelation,

(ii) Die Relation ,,<* setzt die Ordnung ,<*“ auf Z fort auf Q,

)

)
(iii) Fir alle a,b € Q gilt @ < b genau dann, wenn b — a > 0,
(iv) Fur alle a,b,c € Q gilt a < b genau dann, wenn a + ¢ < b+ ¢,
)

(v) Fur alle a,b € Q und ¢ € Qs¢ :={z € Q| x > 0} gilt a < b genau dann,
wenn c-a < ¢-b.

(vi) Fur alle a,b € Q und ¢ € Qo :={z € Q | x < 0} gilt a < b genau dann,
wenn a-c>b-c.

(vii) Fir alle a,b € Q gilt: Sind a,b > 0, dann ist auch a - b > 0; sind a,b <0,
dannist a-b>0und ist a < 0und b > 0 oder @ > 0 und b < 0, dann ist
a-b<0.

Beweis: (i) Man leitet die Reflexivitdt, Antisymmetrie, Transitivitat und
Totalitat direkt aus den Eigenschaften der Ordnung auf den ganzen Zahlen ab.

(ii) Fur alle a,b € Z gilt [(a,1)] < [(b,1)] per Definition genau dann, wenn
[(0,1)] < [(b—a,1)]. Das ist wiederum per Definition genau dann der Fall,
wenn 0 < b — a, was aquivalent zu a < b ist.

(iii) Das folgt aus der Definition.
Aussagen (iii), (iv) und (vi) beleiben Thnen als Ubungsaufgaben tiberlassen.

(vi) Esist x = [(21,22)] € Q<o genau dann, wenn z; < 0. Das ist dquivalent
dazu, dass —z; > 0, was genau dann der Fall ist, wenn —z = [(—z1,25)] > 0
gilt. Damit konnen wir schreiben

a<b<= a (—c)<b-(—c) [Aussage (v)]
<— —ac < —bc
< 0< —bc+ac=ac—bec (Definition)
<= bec < ac (Definition)
<= ac > be (Definition). O
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6. Exkurs zu algebraischen Strukturen

6. Exkurs zu algebraischen Strukturen

Definition I.6.1 (Verkniipfungen): Seien C' eine Menge und o eine Verkniipfung
auf C'; d. h. eine Abbildung o: C' x C. Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir
aob fir o(a,b).

(i) Die Verkniipfung heifit assoziativ, falls fir alle Elemente a, b, ¢ von C' gilt,
dass (aob)oc=ao(boc).

(ii) Die Verkniifung heifit kommutativ, falls fiir alle Elemente a,b von C gilt,
dassaob=boa.

(iii) Ein Element e € C heifit neutrales Element, falls fiur alle Elemente a von
C gilt, dassaoce=a=-¢coa.

(iv) Gibt es in C' ein neutrales Element und sind a und b weitere Elemente
von C, so heiflen a und b invers zueinander, falls aob=e=boa.

Neutrale Elemente sind eindeutig. Wére namlich ¢’ ein weiteres neutrales
Element in C, dann hétten wir ¢’ =€’ oe = e.

Ist die Verkniipfung assoziativ, so sind auch Inverse eindeutig. Waren némlich
a und b Elemente von C' und invers zueinander und wére b’ ein weiteres Element
von A mit ao b’ = e = b o a, dann hatten wir

b=boe="bo(aob)=(boa)ob =coll =1.

Wir nennen b also das Inverse von a und schreiben a=! := b. Ist die Verkniifpung

additiv geschrieben (d.h. ist das Symbol ,+ statt ,,0“), dann schreiben wir
auch —a = 0.

Definition 1.6.2 (Gruppe): Eine Menge G mit einer Verkniipfung o: G x G —
G heifit Gruppe, falls gilt:

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ,

(ii) Es gibt ein neutrales Element e € G,

(iii) Zu jedem Element g € G gibt es ein Inverses g~'.

Wir schreiben (G, o) fir die Gruppe G. Sind keine Verwechslungen beziiglich
der gewahlten Verkniipfung zu befiirchten, so schreiben wir fiir die Gruppe
einfach nur G.

Eine Gruppe (G, o) heifit abelsche Gruppe, falls die Verkniipfung kommutativ
ist.

Beispiel 1.6.3 (Gruppe oder nicht?): (N, +), (N, ), (Z,+), (Z, ), (Q,+), (Q,)?
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Beispiel 1.6.4 (Einige Gruppen): (i) Sei n eine positive natirliche Zahl. Wir
schreiben [n] := {1,...,n}. Die Menge S,, :== {f: [n] — [n] | f ist bijektiv}
wird mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

Wir driicken eine Funktion f: [n] — [n] aus durch eine Wertetabelle, d. h.

/ :<f(11) @ fZﬂ)'

Die zugehorige Funktion f ist bijektiv genau dann, wenn f(1), f(2),..., f(n)
paarweise verschieden sind.

Ist k < n und sind ay,...,a; € [n], dann schreiben aulerdem (a; .. .ay) fiir
die Abbildung, die a; auf as, as auf as, ..., ax_1 auf ap und ay auf a; abbildet.
Sind a4, ..., a; paarweise verschieden, so gehort die Abbildung zu .S,,.

Ist beispielsweise n = 3, dann ist S5 genau die Menge

s={(23) 032 E1DEID6ET)6EY)
— {id, (23), (12), (123), (132), (13)}.

Allgemein gilt #(.5,) = n!.

(ii) Wir schreiben Q™" fir die Menge der n x n-Matrizen mit rationalen
Eintréagen, d. h. fur ein Element A € Q™*™ gibt es ai1, ..., an, € Q, sodass

@11 Az - Qip

Q21 Qg2 -+ Q2pn
A= | . .

Ap1 Ap2 ... Qpnp

Bezeichnet ,,+“ die Matrizenaddition (diese ist eintragsweise definiert), dann
bildet (Q"*",+) eine Gruppe. Genauso ist Z"*" zusammen mit der Matrizen-
addition eine Gruppe.

(ili) Es bezeichne G1,(Q) :={A € Q™" | 3B QV":A-B=B-A=1,},
wobei I, = diag(1,1,...,1) die n X n-Einheitsmatrix ist. Man kann zeigen,
dass

Gl.(Q) = {A € Q7" | det(A) # 0},

wobei det(A) = Y, cg, 580(0)a1501) " - - Ano(ny die Determinante von A be-
zeichnet. Zusammen mit der Multiplikation von Matrizen bildet Gl,(Q) eine
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Gruppe (denn es gilt det(AB) = det(A) det(B)). Sie heifit die allgemeine li-
neare Gruppe bzw. general linear group. Das Produkt C' von zwei Matrizen
A = (ai;), B = (bi;) € Gl,(Q) ist eintragsweise erklart durch

C’L’j = (A : B)U = Z aikbkja 1< Za] =n
k=1

Achtung, die Reihenfolge von A und B spielt hier eine Rolle!
Ist beispielsweise n = 2 und sind A = (! Zi ), B = (2 Zi) Elemente von
Q?*?, dann sind

det(A) = a1d1 — blcl,

ai + as bl + b2 a;as + b1C2 Cllbg + b1d2
+ <Cl + Co d1 + d2> ’ <01a2 + d102 Clbg + d1d2>

Analog ist Gl,,(Z) = {A € Z™™ | det(A) € {£1}} zusammen mit der Matri-
zenmultiplikation eine Gruppe. Woher die andere Forderung fiir die Werte der
Determinante kommt, wird spéater klar.

(iv) Die Menge S1,,(Q) := {A € Q™™ | det(A) = 1} bildet zusammen mit
der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe. Sie heifit spezielle lineare Gruppe.
Genau so ist Sl,(Z) mit der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe.

Notation 1.6.5 (Potenzen): Seien (G, o) eine Gruppe und ¢ ein Element von
G. Wir schreiben ¢? := g o g und ¢* := ¢*~! o ¢ fiir eine natiirliche Zahl k.
Wird die Verkniipfung mit dem Symbol ,,4+“ geschrieben, dann schreiben wir
2-g:=g+gund k-g:=(k—1)- g+ g fir eine nattrliche Zahl k. SchlieBlich
definieren wir ¢° := e bzw. 0 - g = e in der additiven Schreibweise.

Definition 1.6.6 (Ordnung): Seien (G, o) eine Gruppe und ¢ ein Element von
G. Es bezeichne M, := {k € N — {0} | ¢* = e}. Dann heift

min M, falls M, nichtleer ist,

ord(g) = {
00, sonst,

die Ordnung von g.

Definition 1.6.7 (Untergruppe): Seien (G, o) eine Gruppe und H eine Teilmen-
ge von GG. Die Teilmenge H heifit Untergruppe von G, falls gilt:

(i) Das neutrale Element von G liegt auch in H,
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(i) Firalle hy, hy € H gilt hyohs € H, (Abgeschlossenheit unter Verkntipfung)
(iii) Fir alle h € H gilt h™! € H. (Abgeschlossenheit unter Inversen)

Insbesondere ist (H, o) wieder eine Gruppe.

Bemerkung 1.6.8 (Untergruppenkriterium): Seien (G, o) eine Gruppe und
H C G eine Teilmenge. Es ist H eine Untergruppe von G genau dann, wenn
gilt:

(1) H ist nichtleer,
(2) Fiir alle hy, hy in H gehért auch hy o hy' zu H.

Beweis: Die Implikation ,,=* ist klar. Fiir ,<=“ gehen wir die Definition einer
Untergruppe durch. Zu (i): Ist H nichtleer, dann gibt es h € H und wegen (2)
isthoh™ =e€ H.

Zu (iii): Ist h € H, dann gilt ™' = e o h™ € H wegen (2) und (i).

Zu (ii): Sind schlieflich hy, hy € H, dann gehért wegen (iii) schon hy' zu H
und nach (2) gehért wegen hy o (hy')™! = hy o hy auch hy o hy zu H. O

Definition 1.6.9 (Ringe): Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen ,®* und ,®¢
heifit Ring, falls gilt:

(i) (R,®) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element
von (R, ®) mit 0
(ii) Die Verkntipfung ,,®“ ist assoziativ.
(iii) Es gelten die Distributivgesetze, d. h. fir alle z,y, z € R sind
r-(y+z2)=x-y+x-z (x+y) - z=x-2+y- 2z
Der Ring (R, ®,®) heiit Ring mit Eins oder auch unitaler Ring, falls es
1€ Rgibt,sodass 1l 0x=2x=20 1.

Der Ring (R, ®,®) heit kommutativer Ring oder kurz kommutativ, wenn
,®¢ kommutativ ist.

Beispiel 1.6.10 (Ring oder nicht?): (N, +,.), (Z,+,-), (Q,+,-), (Z™" +,-),
(Sle(Z), +,-).

Beispiel 1.6.11 (Beispiele fiir Ringe): Das Folgende sind Ringe:
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(i) Die Menge C([0,1]) = {f: [0,1] — R | f stetig} bildet zusammen mit
den punktweisen Verkniipfungen, die fiir f,g € C([0, 1]) definiert sind durch
f+g:00,1] — R,  t— f(t)+9(t),
einen Ring.
(ii) Die Menge
Q[X] = {f:ZaiXi:nell\T,ao,...,an GR}
i=0

heifit Polynomring iber Q. Er wird mit den Verkniipfungen, die fiir Polynome
f=2r0aX g =37 b;X7 € Q[X] erklért sind durch

max{m,n} n+m
[+g:= Z (a; +b;) X", fg:= Z aibppm—i X",
=0 i=0

zu einem Ring. Ist f = Y ,a; X" ein Polynom, dann heifit
P Q—Q, g Y ad
i=0

die zugehorige Polynomfunktion. Man kann allgemeiner den Polynomring iiber
einem beliebigen Ring erkléren, jedoch muss man im Allgemeinen zwischen
Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden.

Definition 1.6.12 (Einheiten und Nullteiler): Sei (R, +,-) ein kommutativer
Ring mit Eins.

(i) Die Menge R* :={a € R| 3b€ R : a-b=b-a =1} heifit Finheitengruppe
von R. Tatséchlich ist (R*,-) eine Gruppe.

(ii) Ein Element a von R heit Nullteiler, falls es b € R mit a - b = 0 gibt.

Definition 1.6.13 (Korper): Der Ring (K, +,-) heifit Korper, falls (K, +,-) ein
kommutativer Ring mit Eins ist, sodass K* = K — {0}.

Beispiel 1.6.14 (Korper oder nicht?): (N, +,-), (Z,+,-), (Q,+, ), (Z™"™, +,-),
(Rnxn7_|_’ )

Definition I1.6.15 (Homomorphismen):
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(i) Seien (G, o) und (H,*) Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — H heiit
Gruppenhomomorphismus, falls fir alle g1, go € G gilt, dass

©(g91 0 92) = p(g1) * p(g2)-

(ii) Seien (R,+,-) und (S,@,®) Ringe. Eine Abbildung ¢: R — S heifit
Ringhomomorphismus, falls fiur alle a,b € R gilt, dass

pla+b)=p(a)®p®), vla-b)=pla)oepd).

(iii) Seien (R,+,-) und (S, ®,®) unitale Ringe mit Einsen 1 und 1g. Eine
Abbildung ¢: R — S heiflt Homomorphismus von unitalen Ringen, falls
¢ ein Ringhomomorphismus ist und ¢(1g) = 1g gilt.

(iv) Seien (K,+,-) und (L, ®,®) Korper. Eine Abbildung ¢: K — L heift
Korperhomomorphismus, falls ¢ ein Homomorphismus unitaler Ringe ist.

Bemerkung 1.6.16 (Homomorphismen und neutrale Elemente): (i) Es sei-
en (G,o) und (H,*) Gruppen und ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt fiir die neutralen Elemente eg von G und ey von H, dass p(eq) = ey
und auflerdem gilt fiir alle g € G, dass ¢(g7') = ¢(g)~ "

(ii) Die Abbildung ¢: (Z,+,-) — (Z,+,-), a — 0 ist ein Ringhomomorphis-
mus, aber kein Homomorphismus von unitalen Ringen.

Definition 1.6.17 (Isomorphie): Zwei Gruppen bzw. Ringe bzw. unitale Ringe
bzw. Korper C'; und C' heiflen isomorph, falls es Homomorphismen ¢: C; — Cs
und ¢: Cy — C] mit p o = Y o p = id gibt. In diesem Fall schreiben wir
C) = (Cs.

Bemerkung 1.6.18 (Isomorphismen): Ist ¢: C; — (5 ein Homomorphismus
von Gruppen bzw. Ringen bzw. unitalen Ringen bzw. Kérpern, dann gilt: ¢ ist
ein Isomorphismus genau dann, wenn ¢ bijektiv ist.

Beweis: Die Implikation , = folgt aus der Definition von Bijektivitat. Zur
Implikation ,,<=*: Ist ¢ bijektiv, dann gibt es eine Umkehrabbildung v zu
¢, d.h. eine Abbildung ¢: Cy — C} mit ¢ o) = ¢ o p = id. Wir zeigen
exemplarisch fiir den Fall, dass C; und C5 Gruppen sind,, dass dann auch
ein Homomorphismus ist. Seien also hy, he € Cs. Dann gilt

Wb x ha) = (e[ (h)] % @[ (h)]) = (M) 0 (ha))) = (1) 0 (ha),
dayop=id = por). O
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Definition 1.6.19 (Nebenklassen): Seien GG eine Gruppe und U eine Untergrup-
pe. Auf G wird durch g; ~ g, genau dann, wenn g; *go € U, eine Aquivalenzre-
lation erklart. Fir g € G definieren wir

g =9g-U:={g ~g|g¢ €G},

die Aquivalenzklasse von g. Es gilt [g] = {g-u | u € U}.

Die Aquivalenzrelation ,,~“ gibt eine Partition von G, d. h. zwei Nebenklassen
sind gleich oder disjunkt.

Bemerkung 1.6.20 (Gleichméachtigkeit der Nebenklassen): Fiir jedes g € G
ist die Abbildung

U—gqg-U, Ur— g-u

eine Bijektion, denn g: U — U, ¢ + ¢! - ¢ ist eine Umkehrabbildung.
Insbesondere sind alle Nebenklassen gleichméchtig.

Satz 1.6.21 (Satz von Lagrange): Fir jede Untergruppe U einer endlichen Grup-
pe G gilt: #(U) teilt #(G).

Beweis: Es gelten G = Uyeq g+ U und #(g1 - G) = #(g2 - G) fiir alle gy, g» in G.

Wir finden ein vollstandiges Reprisentantensystem {gi, ..., g,} fir ,~“, sodass
#(0) =#(Ua-0) =X #0-6) =L #H) =n-#(H).  _
i=1 i=1 i=1

Beispiel 1.6.22 (Verkniipfungstafel): Sei G = {eq, 92, 93, 94, g5, g6 } . Die folgen-
de Tabelle heifit Verkniipfungstabelle von G

g2 93 94 95 e
e | e g2 g3 ga e
g2 | g2 € g5 94 93
g3 | 93 g5 € Ge G2
g4 | 94 e
g5 | 95 g3 gs €
g6 | Ge € gs
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7. Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen

Sei P ein regelméfliges Fiinfeck von Seitenldnge 1. Wie lang ist die Diagonale
d?

Proposition 1.7.1: Die Zahl d ist keine rationale Zahl.

Beweis: Angenommen d wére eine rationale Zahl, d. h. es gédbe eine natiirliche
Zahl k mit d - k eine natiirliche Zahl. Durch Strecken mit Streckfaktor k erhélt
man ein regelméfiges Fiinfeck, bei dem Seiten- und Diagonalenlinge ganzzahlig
sind, namlich s; und d;. Wegen der geometrischen Konstruktion giabe es ein
kleineres, regelmafliiges Fiinfeck mit Seitenlangen d; —s; und Diagonalenlange s,
(beide wieder ganzzahlig). Dieses Vorgehen konnte beliebig oft iteriert werden.
Die Seitenléngen wiirden dabei immer kleiner, aber blieben immer ganzzahlig.
Aber das kann nicht sein. O

A Anzweifeln, dass alle Zahlen Briiche sind, konnte im antiken Griechenland
mit dem Tod enden.
Im Folgenden wollen wir @ zur Zahlengerade vervollstandigen.

Bemerkung 1.7.2 (Betrag und Ordnung):
(i) Fir alle z € Q und a € Q> gilt |z| < a genau dann, wenn —a < z < q,

(i) Fir alle z € Q gilt —|z| <z <|z|.

Beweis: (i) Ist z > 0, dann gilt x = |z| und aus 0 < z und 0 < a folgt

—a <0<z Ist £ <0, dann ist |z| = —z und —z < a gilt genau dann, wenn
x> —a,dh x<0<a.
(ii) Folgt aus (i) mit a = |x|. O

Proposition 1.7.3 (Eigenschaften des Betrags): Der Betrag |-| und die Metrik
d auf Q haben die folgenden Figenschaften:
(i) Fiir alle x € Q gilt |x| > 0 und |z| = 0 genau dann, wenn x = 0[]
(i) Fir alle z,y € Q gilt |z - y| = |z||y| P
(ili) Fir alle v,y € Q gilt |x +y| < |z| + |y

'Diese Eigenschaft heiflt ,,Positive Definitheit“
2Diese Eigenschaft heifit ,,Homogenitit*
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Beweis: (i) Es gilt |z| > 0, da < 0 genau dann gilt, wenn —x > 0 (siche
Bemerkung 1.5.10) und |z| = 0 gilt genau dann, wenn = = 0, per Definition.

(ii) Wir unterscheiden die vier Falle (1) z,y > 0, (2) 2,y <0, (3) x > 0
und y < 0 sowie (4) x < 0, y > 0. Exemplarisch betrachten wir (3): Nach
Bemerkung 1.5.10 gilt x -y <0, d.h.

lv-y|l=—2-y=2-(~y) =|z| |y|

(iii) Einerseits gilt z4+y < |z|+ |y| nach Bemerkung 1.7.2 (ii) und Bemerkung
[.5.10, und andererseits gilt * +y > |—|x| — |y| nach Bemerkung 1.7.2 (ii) und
Bemerkung 1.5.10. Jetzt folgt die Aussage aus Bemerkung 1.7.2 (i). O

Proposition 1.7.4 (Eigenschaften der Metrik): Fir alle z,y,z € Q gilt:

(i) Es gilt d(x,y) > 0 und d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y,

(i) Es gilt d(z,y) = d(y, z),
(iii) FEs gilt d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Die Figenschaften haben dieselben Namen wie die entsprechenden Figenschaften
des Betrags.

Beweis: (i) Folgt aus|Proposition 1.7.3]

(ii) Wir rechnen nach, dass
d(z,y) =z —yl=|(=1) - (y —2)| = [-1] - [y — = = [y — [.
(iii) Mit (iii) sehen wir, dass

d(z,z) = v = 2| = |(z —y) + (y = 2)| <[z =yl + |y = 2| = d(z,9) + d(y, 2).
U

Erinnerung 1.7.5: Sei (z,,),en eine Folge in Q, d. h. fiir jede natiirliche Zahl n
gilt z,, € Q.

(i) Die Folge (z,)nen heiBBt Cauchyfolge, falls es fiir jede nattrliche Zahl k
einen Index N gibt, sodass |z, — x,,| < 1/k fiir alle n,m > N.
Setze C' = {z := (zy)nen | = ist Cauchyfolge}.
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(i) Sind (Z,)nen, (Yn)nenw Folgen und A € @, dann sind auch

(xn)nelN + (yn)nE]N = (xn + yn)nele

A (xn)nelN = ()\'rn)nelN; (xn)nEJN ' (yn)nelN = (In : yn)nelN

Folgen.

(iii) Die Folge (x,,)nen heifit Nullfolge, falls es fiir jede natiirliche Zahl k einen
Index N gibt, sodass |z,| < 1/k fir alle n > N.

Wir erinnern auflerdem an die Definition eines Vektorraums iiber einem
Korper: Sind K ein Korper und (V,+) eine abelsche Gruppe und gibt es eine
auBere Verkniipfung

T KxV —YV, (o, v) — av

die fir alle v,w € V und o, f € K leistet, dass lv = v, a- (f-v) = (af) - v,
(a+p)-v=a-v+p-vund a- (v+w)=a-v+ v, dann heifit (V,+,-) ein
Vektorraum tiiber K.

Definition 1.7.6 (Aquivalenzrelation): Auf C' aus [Erinnerung 1.7.5| erklirt

x ~y & x —y ist eine Nullfolge
eine Aquivalenzrelation. Wir setzen R := C/~

Bemerkung 1.7.7: (i) Sind = = (2)new und ¥ = (yn)new Elemente von C,
dann gilt x ~ y genau dann, wenn x — y zu

N :={z = (zy)nen € C | z ist Nullfolge}

gehort.

(ii) Die Definitionen aus [Erinnerung I.7.5(ii) erklaren Verkntpfungen .+,
» ¢ auf C) die C' zu einem unitalen Ring machen. Die Folge (0,0, ...) ist das
Nullelement von C', die Folge (1,1, ...) ist die Eins von C.

Wir wollen im Folgenden auch den Quotienten C'/~ zu einem Ring machen
und setzen an zu definieren, was wir uns wiinschen wiirden:

[(xn)nem] + [(yn)nelN] = [(xn "’yn)nelN]v [("En)nelN] ) [(yn)nelN] . [(l‘nyn)neﬂ\f]

Dass das tatséchlich kein Unsinn ist, und dass diese Verkniipfungen C'/~ zu
einem Ring machen, tiberlegen wir uns im Folgenden.
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Voriiberlegung 1.7.8: Seien (R, +,-) ein Ring und S C R eine Teilmenge. Auf
R erklart vy ~ ry : & 11 — 19 € S eine Relation. Wann handelt es sich dabei um
eine Aquivalenzrelation? In diesem Fall: Wann definiert die Ringstruktur auf R
auch eine Ringstruktur auf R/~, d.h. wann sind

[r1] + [ra] == [r1 + 7o, [11] - [ro] == [r1 - 7]

wohldefiniere Verkntpfungen auf R/~ und wann ist R/~ ausgestattet mit
diesen Verkniipfungen selbst ein Ring?

Der Reihe nach. Wann ist die Relation eine Aquivalenzrelation? Wir brauchen
dazu das Folgende:

o Fir alle r € R muss r ~ r gelten, d. h. wir brauchen r —r = 0g € S. Das
ist (genau) dann erfillt, wenn 0 € S.

e Fiir r1,r9 € R mit ry ~ ry brauchen wir ro ~ ri. Wegen r; ~ ry per
Definition genau dann, wenn r; —ro € S und ro ~ ry per Definition genau
dann, wenn ro —1r; = — (11 —19) € S, ist das erfiillt, wenn S abgeschlossen
unter additiven Inversen ist.

o Fir rq,79,73 € R mit vy ~ 79 und ro ~ r3 muss gelten, dass auch r; ~ rj.
Da r; ~ ry genau dann, wenn r; — ry € S, ro ~ r3 genau dann, wenn
ro — 13 € S und ry ~ r3 genau dann, wenn r; — rg = (r; — o) + (ro — r3)
ist das erfiillt, wenn S abgeschlossen beziiglich Addition ist.

Wir fassen zusammen: Ist (S, +) eine Untergruppe von R, dann ist ,~“ eine
Aquivalenzrelation auf R. Wir haben verwendet, dass (R, +) eine Gruppe ist.
Die Umkehrung gilt auch.

Sei nun S eine Untergruppe von R. Wann ist die angegebene Addition
wohldefiniert? Fir rq,r9, ] und 75 aus R mit r; ~ 7} und 9 ~ r} brauchen wir,
dass 1 +ry ~ 1] + 1. Per Definition heifit r; ~ r] genau, dass r, —r} € S und
ro ~ 14 heifit genau, dass ro — 15 € S. Aber dann ist

ritry— () = (n—7r) + (ra—r3) €5,

da (R, +) eine abelsche Gruppe und S eine Untergruppe von (R, +) ist. Hier
brauchen wir also keine zusétzlichen Forderungen.

Wann ist die angegebene Multiplikation wohldefiniert? Fir 7,79, 7} und rf
wie oben brauchen wir, dass r1ry ~ 7). Per Definition heifit r; ~ 7] genau,
dass es s; € S mit r; = r] + s gibt; genau so heifit ro ~ 7} genau, dass es
So € S mit 7y = 1 + s gibt. Jetzt ist

! / ! ! / /
riry = (1] + s1)(rg + s2) = i1 + 1182 + 981 + 189

und wir brauchen, dass 7]sy + r5s1 + 5189 zu S gehort. Das ist jedenfalls erfiillt,
wenn fiir alle r € R und alle s € S gilt, dass rs € S.

35



Kapitel 1. Zahlbereiche

Definition 1.7.9 (Ideal): Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge
S C R heifit Ideal, falls (S, +) eine Untergruppe von (R, +) ist und falls fiir
alle r € R und s € S gilt, dass rs € S.

Satz 1.7.10 (Quotienten fiir algebraische Strukturen):

(i) Seien (A,+) eine abelsche Gruppe und S C A eine Untergruppe. Dann
ist ,~“ aus|Voriberlequng 1.7.8 eine Aquivalenzrelation und durch

(1] + g2] == [g1 + g2]
fir g1, go € A wird eine wohldefinierte Verkniipfung auf A/~ erkldart, die
A/~ zu einer abelschen Gruppe macht.

(ii) Seien (R,+,-) ein kommutativer Ring und S C R ein Ideal. Dann ist
o~ “ aus|Voriiberlequng 1.7.8 eine Aquivalenzrelation und durch

[91] + [91] = [91 + g2l [91] - [92] == [g1 - 92

fir g1, go € R werden wohldefinierte Verkniipfungen auf R/~ erkldirt, die
R/~ zu einem kommutativen Ring machen.

(iii) Seien V' ein Vektorraum iber einem Korper K und U C V' ein Untervek-
torraum. Dann ist ,~“ aus|Voriberlequng 1.7.8 eine Aquivalenzrelation
und durch

ol +[w]=o+w],  A-fo] = [Av]

firv,w € V und X € K werden wohldefinierte Verknipfungen auf V/~
erklirt, die V/~ zu einem Vektorraum tiber K machen.

Wir schreiben auch AJS == A/~, R/S := R/~ und V/U :=V/~.

Beweis: Da wir bereits wissen, dass die Verkniipfungen in (i) und (ii) wohlde-
finiert sind; fur (i) und (ii) miissen wir uns also nur noch iiberlegen, dass die
Verkniipfungen assoziativ, kommutativ (und gegebenenfalls distributiv) sind,
und was jeweils das neutrale Element beziehungsweise was jeweils die Inversen
sind. Da wir reprasentantenweise rechnen und wir iiber die Verkniipfungen auf
A respektive R bereits gut bescheid wissen, gibt es die entsprechenden Eigen-
schaften der Verkntipfungen auf A/S beziehungsweise R/S gratis. Offensichtlich
ist [0] das neutrale Element von A/S beziehungsweise von R/S beziiglich ,+*
und fir [a] € A/S beziehungsweise [a] € R/S ist [—a] das additive Inverse.
Fir (iii) miissen wir uns noch tiberlegen, dass die Skalarmultiplikation wohl-
definiert ist. Das ist mittlerweile eine Routine-Ubung und deshalb kein Problem
fiir die Leserin beziehungsweise den Leser. O
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7. Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen

Korollar 1.7.11: Der Quotient R = C/N wird mit ,+“ und ,-“ aus
zu einem kommutativen Ring.

Beweis: Wir haben lediglich zu zeigen, dass N ein Ideal in C' ist. Aus der
Analysis I ist bekannt, dass Summen von Nullfolgen wieder Nullfolgen sind,
die konstante Folge (0,0,...) ist eine Nullfolge, aulerdem ist fiir eine Nullfolge
(Zn)nen ebenfalls (—z,),en eine Nullfolge. Schliefilich ist das Produkt einer
Cauchyfolge und einer Nullfolge wieder eine Nullfolge und wir sind fertig. [J

Proposition 1.7.12 (R als Korpererweiterung von Q): Die Abbildung
L:Q—>R7 Q'—>[(Q7q7)]

ist ein Homomorphismus von Ringen.

In R hat jedes Element r = [(z,)nen] # [(0,0,...)] ein Inverses beziglich
Multiplikation, d. h. (R,+,-) ist ein Korper. Damit wird v zu einer Einbettung
von Korpern und wir koénnen Q vermaoge v als Teilkorper von R auffassen.

Beispiel 1.7.13: (i) z = (1,1,1,1,101,1,101001,1,1010010001,....) ist eine
Cauchyfolge und definiert somit eine reelle Zahl.
(ii) = = (0,9,0,99,0,999,0,9999, ...) ist eine Cauchyfolge und definiert die
gleiche reelle Zahl wie ¢(1) = (1,1,1,...), denn |z, — 1| — 0.
(iii) » = (1,3/2,5/3,8/5,13/8,21/13,...) = (ar/ak+1)ren ist eine Cauchy-
folge, wobei (ax)rew die Fibonacci-Folge bezeichnet, d.h. ag = a; = 1,
Qk+2 = Q41 + Q.

Definition 1.7.14 (Anordnung, Norm und Abstand auf R): Fiir eine reelle Zahl
r = [(x,)nen| definiere

1
r>0:< HK,NE]N:‘V’nzN:xn>?.

Diese Festsetzung ist unabhéngig vom gewédhlten Vertreter. Sind r; = [(2,,)nen]
und 79 := [(yn)nen] zwei reelle Zahlen, definiere

Ty < Toi<=> |rog —1r| >0, (r1 <rg:<= ri=ryVry <ry).

Hierbei wird |r| definiert wie in [Definition 1.5.9]

Bemerkung 1.7.15 (Ordnung und Betrag): Seienr = [(x,,)nen] und s = [(Yn)nen]
reelle Zahlen.
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Kapitel 1. Zahlbereiche

(i) Es gilt » > s genau dann, wenn es einen Index N gibt derart, dass fiir
alle n,m > N gilt, dass x,, > y,,

(i) Es gilt [r| = [[zn|nen],
(iii) Es gilt genau dann |r| < e € Q, falls es einen Index N gibt derart, dass
fur alle n,m > N gilt ,dass |r,| < e.

Bemerkung 1.7.16 (Der Betrag als Norm): Die eben definiere Relation ,<¢
ist eine totale Ordnung auf R. Fiir den Betrag gelten folgende Regeln:

(i) Fur alle r € R ist |r| > 0 und |r| = 0 genau dann, wenn r = 0,
(i) Fur alle ri, 7 € R gilt |ryra| = |r1]|ra],
(iii) Fur alle rq,ro € R gilt |y + 72| < |rq] + |raf.

Der Beweis geht dhnlich wie fiir die rationalen Zahlen.

Definition I.7.17 (Metrik): Sei X eine Menge. Eine Funktion d: X x X — Rx
heifit Metrik auf X, falls gilt:

(i) Fir alle z,y € X ist d(z,y) > 0 und es gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn
=Y,
(i) Fir alle z,y € X ist d(x,y) = d(y, x),
(iii) Fur alle z,y,z € X gilt d(z, 2) < d(x,y) + d(y, 2).

Bemerkung 1.7.18 (Betragsmetrik auf den reellen Zahlen): Die Abbildung
dSRXR—>R207 (I,y)*—>’$—y’
ist eine Metrik auf den reellen Zahlen,

Satz 1.7.19: Der Kérper der reellen Zahlen ist vollstindig, d. h. jede Cauchyfolge
in R konvergiert.

Beweis: Sei r = (7;);en eine Cauchyfolge in R. Jedes Folgenglied 7; kénnen wir
schreiben als 7; = [(2;,)nen] mit einer Cauchyfolge (., )nen in Q. Dann haben
wir das Folgende:

(i) Da jede Folge (z;,)nen eine Cauchyfolge in @ ist, gibt es fir jede na-
tiirliche Zahl ¢ einen Index N;(¢), sodass fir alle n,m > N;(¢) gilt, dass
|xi,n — xi,m| < 1/6

(ii) Da (r;)ien eine Cauchyfolge in R ist, gibt es fiir jede natiirliche Zahl ¢
einen Index M (¢) sodass fir alle 4, j > M gilt, dass |r; —r;| < 1/¢.
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7. Von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen

Wir suchen jetzt eine reelle Zahl r, gegen die die Folge (r;);en konvergiert, d. h.
fir die Folge (r;);en soll gelten: Fiir jede natiirliche Zahl &k gibt es einen Index
N (k) sodass fur alle 4, j > N(k) gilt, dass |r — ;| < 1/k. Dazu definieren wir
eine neue Folge rationaler Zahlen (y)renw per yi := o n(k). Fiir diese Folge
zeigen wir:

(1) (yx)ren ist Cauchyfolge in Q,
(2) Es gilt r; — 7 := [(yr)ren]-

Zu (1): Ist ¢ eine natiirliche Zahl, wihle Ny so, dass |r; — ;| < 1/(3¢) fiir alle
i,7 > Np und setze N; := max{Ny, 3¢}. Dann gilt fiir alle &k, m > Ny, dass

Yk = Y| = [Tk, Np (k) — Trn, Ny ()]

< @kNp (k) — Tot] | Tht = Te] + [T N m) — | < -+ 55 +

Wahle jetzt t so, dass |z — Tm| < 1/(30), also zum Beispiel ¢ > M (3(). Das
geht, da |ry — 7, < 1/(3¢). Dann ist |yx — ym| < 1/€. Da das Vorgehen nicht
von ¢ abhéngt, gilt die Aussage fiir jede natiirliche Zahl ¢ und damit ist (yx)kren
eine Cauchyfolge.

Zu (2): Sei ¢ eine beliebge natiirliche Zahl. Wir zeigen fiir einen noch zu
bestimmenden Index N, dass |r — r,| < 1/¢ fur alle n > N. Wir wissen aus
(1), dass (yx)ren eine Cauchyfolge ist. Wir kénnen deshalb einen Index N,
finden, sodass fiur alle k,m > N gilt, dass |yx — ym| < 1/(2¢). Setzen wir
N := max{2/, N1}, dann gilt fur alle n > N und alle m > max{Ny, N,,(n)},
dass

1
é?
d.h. |r, —r| < 1/¢ und wir sind fertig. O

1
|xn,m - ym| S |xn,m - xn,Nn(n)| + |$n,Nn(n) - ym| S ﬁ + |yn - ym| <
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Kapitel 11.

Teilbarkeitslehre

1. Euklidischer Algorithmus

Definition I1.1.1 (Teiler): Seien a und b ganze Zahlen. Gibt es eine ganze Zahl

¢, sodass a = be, dann heifit b Teiler von a. Man sagt auch b teilt a und schreibt
b| a.

Beispiel 11.1.2: Die Teiler von 6 sind +£1, £2, +£3 und =+6.

Bemerkung I1.1.3 (Endlichkeit der Teilermenge): Sind 0 # a eine ganze Zahl
und b ein Teiler von a, dann folgt |b| < |a|, denn ist a = be, dann ist |a| =
|bl|c| > |b], denn wegen a # 0 sind auch b, ¢ # 0.

Definition I1.1.4 (ggT, kgV und mod): Seien a und b ganze Zahlen und m
eine nattrliche Zahl.

(i) Die Zahl ggT(a,b) := max{k € Z | k | aund k | b} heiit grifiter
gemeinsamer Teiler von a und b und ist es auch.
(ii) Gilt ggT(a,b) =1, dann heBen a und b teilerfremd.

(iii) Die Zahl kgV(a,b) := min{v € N | a | vund b | v} heifit kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und b und ist es auch.

(iv) Wir schreiben a = b (mod m), falls m die Differenz a — b teilt.

Bemerkung II.1.5 (Kongruenz-Rechenregeln): Seien a,a’,b, 0 ganze Zahlen
und m eine natiirliche Zahl. Gilt a = @’ (mod m) sowie b = b’ (mod m), dann
gelten

a+b=d'+b  (mod m), a—b=d'-b (mod m), ab=d't/  (mod m).

Den Beweis fiir diese Aussagen haben sie bereits auf Blatt 6 in Aufgabe 1
gegeben.
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Kapitel II. Teilbarkeitslehre

Proposition I1.1.6 (Existenz der Gau3klammer): Fir jede nicht-negative reel-
le Zahl x gibt es eine ganze Zahl ky, sodass kg < x und ko+1 > x. Insbesondere
gilt dann:

(i) Fir alle ganzen Zahlen k mit k < ko ist k < z,
(ii) Fir alle ganzen Zahlen k mit k > ko + 1 ist k > x.

Also ist kg = max{k € Z | k < x}.
Beweis: Wir unterscheiden zwei Félle. Ist > 0, dann definieren wir
M:={keZ|k>xz} CN.

Nach dem Prinzip des kleinsten Téters hat M ein kleinstes Element k(. Fir
ko =kly—1gilt kg ¢ M,d.h. kg <zund k, =ky+1€ M,d.h. kg+ 1> x.
Ist x < 0, so erhalten wir wie im ersten Fall eine ganze Zahl k{, sodass

ki < —x < k{+ 1, also —k{, > v > —k{, — 1. Fiir ky := —kj — 1 gilt also
ko < x < ko + 1. Ist = keine ganze Zahl, dann leistet ky = —k{ — 1 das
Gewiinschte, ist « eine ganze Zahl, dann leistet —k{, das Gewiinschte. 0

Definition I1.1.7: In der Situation von |Proposition I1.1.6| heiit |z | := kq auch
Gaufklammer von x.

Aus dem Beweis von [Proposition I1.1.6|folgt fiir x > 0, dass

) =lx] -1, fallsx ¢ Z,
=] = —|z], falls = € Z.

Einsetzen fiir z < 0 von —z ergibt die Aussage fiir x € R.

Beispiel I1.1.8: Firx = 1,2gilt [1,2] =1lundesist |[—1,2] = —-2=—|1,2|—1.
Fir x = 1 haben wir |—1| = -1 = —|1].

Proposition II.1.9 (Teilen mit Rest): Seien a und b ganze Zahlen und b nicht
Null. Dann ezistieren eindeutig bestimmte ganze Zahlen q,r mit a = gb+r und
0<r<b-—1. Die Zahl r heifit dann Rest der Division von a durch b.

Beweis: Setze ¢ := [a/b]. Dann ist ¢ < a/b < q + 1, was dquivalent ist zu
bg < a < bg + b und das wiederum ist dquivalent zu 0 < a — bg < b. Wahlen
wir jetzt r := a + bg, dann leistet (q,r) das Gewiinschte.

Zur Eindeutigkeit:Gilt 0 < a — ¢b < b — 1, dann haben wir die folgenden
Konsequenzen:
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1. Euklidischer Algorithmus

(i) Zunéchst ist ¢b < a, also ¢ < a/b,
(ii) Dannist a —b+1<¢b,d.h. ¢>a/b—1+1/b>a/b— 1.

Insgesamt haben wir ¢ < a/b < ¢ + 1, also gibt |Proposition 11.1.6] dass
q = la/b]. O

Beispiel I1.1.10: Wir wollen den grofiten gemeinsamen Teiler von a = 10 und
b = 7 bestimmen.

10=1-10+0-7
7=0-10+1-7
3=1-10—-1-7
1=-2-10+3-7
0=7-10-10-7.

Definition I1.1.11 (Euklidischer Algorithmus): Seien a und b natiirliche Zah-
len mit b < a und b # 0. Dann haben wir

a=1-a+0-b, b=0-a+1-b.

Seien ay :=a, as :=b, x1 :=1, 29 := 0, y; := 0 und gy := 1. Wir definieren
solange b > 0 iterativ Gleichungen a,, = x,a+y,b wie folgt: Sind die Gleichungen

Up—2 = Tp_2a + Yn_2b, p—1 = Tp—1a + Yp_1b

gegebena setze q, = Lan72/a‘nflJ7 Qp ‘= Ap—2 — Gnlp—1, Tp = Tp—2 — qnTn—1
sowie ¥, = Yn_2 — ¢n¥Yn—1 und erhalte a,, = z,a + y,b.

Satz II.1.12 (iiber den Euklidischen Algorithmus): Fir den Algorithmus aus
[Definition [1.1.11 gilt:

(i) Es gibt einen Index N, sodass ay = 0. Somit ist der Algoritmus termi-
nierend.

(ii) Fir den Index N aus (i) gilt ay_1 = ggT(a,b).
(iii) Wir haben die Gleichung ggT(a,b) = xn_1a + yn_1b.
Beweis: (i) In jedem Schritt des Algorithmus gilt a, = a,_o (mod a,_1),

d.h. a, < a,_1. Da alle a,, natiirliche Zahlen sind, wir in endlich vielen Schritten
ax = 0 erreicht.
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Kapitel II. Teilbarkeitslehre

(ii) Setze g := ggT(a,b). Wegen ay_1 = xzya + ynb folgt g | ay_1. Jetzt
zeigen wir qy_1 | @ und qy_1 | b — daraus folgt mit der Definition des ggT,
dass ay_1 < g. Dazu zeigen wir per vollstandiger Induktion, dass ay_1 | an—_;
fir ¢ > 1. Fur ¢« = 1 ist die Behauptung evident. Fir ¢ = 2 haben wir

0=ay =an—2 — qngn-1, d.h. ay_2 = gvan_;.
Es gelte jetzt an_1 | ay—; fiir alle j <i. Fir ay_¢41) finden wir

AN—(i—1) = ON—(i4+1) — gN—(i—1)AN—i;

d.h. ay_(i+1) = an—@—1) + qv—(@—1yan—; und da ay_—1) und ay_; von ay_;
geteilt werden, wird auch ay_(;41) von ay_; geteilt.

(iii) Diese Aussage folgt aus (ii) und ay_1 = ry_1a + yn_10. O

Korollar I1.1.13 (Lemma von Bézout): Seien a und b von Null verschiedene
ganze Zahlen. Dann gibt es ganze Zahlen k und ¢, sodass

ggT(a,b) = ka + (b.

2. Der Chinesische Restsatz

Erinnerung: Sei m eine natiirliche Zahl. Auf Z wird durch ,a = b (mod m),
falls m | a—b* eine Aquivalenzrelation erklirt. Die Menge der Aquivalenzklassen
ist

Z/mZ = {[a] | a € Z} = {[0],...,[m — 1]}.

Es gilt [a],, :=[a] ={a+mk |k € Z} ={d € Z | d = a (mod m)}. Mit der
wohldefinierten reprasentantenweisen Addition und der wohldefinierten repra-
sentantenweisen Multiplikation wird Z/mZ zu einem kommutativen unitalen
Ring.

Proposition II.2.1 (Einheiten in Z/mZ): Sei m eine natirliche Zahl. Eine
Restklasse [a] € Z/mZ ist (multiplikativ) invertierbar genau dann, wenn
ggT(a,m) = 1.

Aus der obigen Proposition lesen wir ab, dass

Z/mZ>* ={la] € Z/mZ | ggT(a,m) = 1}.
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2. Der Chinesische Restsatz

Beweis: Eine Restklasse [a] ist invertierbar genau dann, wenn es b € Z mit
ab =1 (mod m) gibt, was genau dann der Fall ist, wenn es ganze Zahlen b und
k mit ab — 1 = km gibt.

,=“ Sei g := ggT(a,m) € Nyy. Falls [a] invertierbar ist und b, k ganze
Zahlen mit ab — 1 = km sind, dann wird ab — km = 1 von g geteilt, d.h. g = 1.

,<="Ist ggT(a,m) = 1, dann liefert das Lemma von Bézout die Existenz
von ganzen Zahlen k, ¢ mit ka + ¢m =1, d.h. ka =1 (mod m) und damit ist
[k] das multiplikative Inverse von [a]. O

Korollar I1.2.2 (Rechentricks fiir teilerfremde Zahlen):
(i) Seien a, b ganze Zahlen und m eine positive natirliche Zahl, sodass
ggT(a,m) =1=ggT(b,m). Dann ist ggT(ab,m) = 1.

(ii) Seien my, ma zwei ganze Zahlen mit ggT(my,ma) = 1 und sei a eine
ganze Zahl. Aus my | a und ms | a folgt myms | a.

Beweis: (i) Nach |[Proposition II.2.1| gehoren [a],,, und [b],,, zu Z/mZ*. In
Z/mZ* haben wir [abl,, = [a]m[b]m € Z/mZ*, was wir zeigen wollten.

(ii) Ohne Einschréankung seien m, und ms zwei positive natiirliche Zahlen.
Wir rechnen modulo my, d.h. im Folgenden steht [a] fir [al,,,. Nach
sition II.2.1| gehort [m4] zu Z/myZ>, d.h. es gibt eine ganze Zahl m) sodass

[mq][m}] = [1]. Wegen m; | a gibt es eine ganze Zahl k mit a = km; und damit
erhalten wir [m/][a] = [m]][mi][k] = [k].

Andererseits folgt aus my | a, dass [a] = 0, d.h. [k] =0, d.h. ms | k£ und
damit wird a von m;my geteilt. O

Beispiel I1.2.3 (Ein Brahmagupta-Problem nach Ore): Gibt es eine natiirli-
che Zahl n, die die Kongruenzen

n=1 (mod 2)
2 (mod 3)

=3 (mod 4)
n=4 (mod 5)
n=>5 (mod 6)
n=0 (mod7)

16st? Man nennt ein solches Problem ein ,,Problem simultaner Kongruenzen®.
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Kapitel II. Teilbarkeitslehre

Satz I1.2.4 (Chinesischer Restsatz): Seien myq, ..., m, paarweise teilerfremde
positive natirliche Zahlen (d.h. ggT(m;,m;) = 1 fir i # j) und ay,...,a,
beliebige ganze Zahlen. Dann gilt:

(i) Es gibt eine ganze Zahl x, sodass fir alle i € {1,...,n} gilt, dass x = a;
(mod m;).

(i) Ist m :=TI_; m; und ist xo eine Losung des simultanten Kongruenzpro-
blems, dann sind alle Elemente von {xog+ km | k € Z} Losungen des
simultanen Kongruenzproblems.

(iii) Die Menge aus (ii) ist sogar die Losungsmenge des simultanen Kongru-
enzproblems, d. h. man erhdlt so alle ganzzahligen Losungen des Problems.

Beweis: (i) Konnen wir fiir jedes j € {1,...,r} eine ganze Zahl A; mit

g = 1 (mod m,;),
7710 (mod my), fir i # 7,

finden, dann gilt fir z :=>]_; Aja;, dass z = a; (mod m;) fir 1 < j <r.
Tatsdchlich geht das: Wir setzen M; := m/m; = [11<;<, ;+; m;. Dann gilt
M; =0 (mod m;) fur ¢ € {1,...,n} mit ¢ # j nach [Korollar II.2.2{ii) und
auflerdem gilt ggT(M;, m;) = 1 nach [Korollar I1.2.2{1).
Wegen ggT(M;,m;) = 1 finden wir eine ganze Zahl M; mit M;M;
(mod my). Nun leistet A; := M;M; das Gewtinschte.

Il
—

(ii) Fir jedes j € {1,...,r} gilt z = x¢ + km = o = a; (mod m;).

(iii) Seien x und xy Lésungen des simultanen Kongruenzproblems. Dann gilt
fur jedes j € {1,...,r} dass x —z9 = a; —a; =0 (mod m;), d. h. wir haben

fir jedes j € {1,...,r}, dass m; |  — x¢. Nach [Korollar I1.2.2{ wird x — z( von
m = [[;_, m; geteilt, also gibt es eine ganze Zahl k mit  — xy = km. Damit ist
alles gezeigt. O
Bemerkung I1.2.5: Seien wiederum my, ..., m, paarweise teilerfremde ganze

Zahlen und m := []/_; m;. Der Chinesische Restsatz sagt uns, dass es fiir jeden
Rest  (mod m) ein eindeutig bestimmtes r-Tupel

(a7 (mod my),...,a, (modm,)) € Z/miZ % ...2Z/m,Z

mit = a; (mod m;) fiir alle 1 < j <r gibt.
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2. Der Chinesische Restsatz

Korollar I1.2.6 (aus dem Chinesischen Restsatz): Aus dem Beweis des Chi-
nesischen Restsatzes erhdlt man folgende Methode zur Losung des simultanen
Kongruenzproblems

r=a; (modm),...,z=a, (modm,).
(i) Setze m :=TI;_, m,,
(i) Firj e {1,...,7}, setze M; = m/m; = [T1<i<riz; My,
(iii) Bestimme Mj € 7 mit M;M; = 1 (mod m;) (zum Beispiel mit dem
Euklidischen Algorithmus),
(iv) Setze Aj := M;M;.
Dann ist x = Y], Aija; eine Losung des simultanen Kongruenzproblems.

Proposition I1.2.7 (Reste-Abbildung): Seien m; und m positive natirliche
Zahlen so, dass m von m; geteilt wird. Die Abbildung

p: Z)mZ. — 7.Jm;Z, [a]y, — [a]m,

7

ist ein wohldefinierter Homomorphismus von unitalen Ringen. Auflerdem ist p
surjektiv.

Beweis: Fiir die Wohdefiniertheit seien a und @’ ganze Zahlen mit [a],, = [a'] .
Dann wird a — @’ von m geteilt und wegen m; | m haben wir erst Recht
m; | a—d, d.h. [a]m.

Fir [a],, und [b],, aus Z/mZ gilt

p([alm + [Blm) = p([a + blm) = [a + blm, = [a]m; + [b]m; = p(lalm) +p([b]m),

d. h. p ist ein Homomorphismus der abelschen Gruppen (Z/mZ, +), (Z/m;Z., +).
Analog zeigt man, dass p([a]m[b]m) = p([a]m)p([b]m), Wwas p zu einem Ringho-
momorphismus macht. Wegen p([1],,) = [1]m, ist p sogar ein Homomorphismus
unitaler Ringe.

SchlieBlich ist p surjektiv, denn ist [a,,, € Z/m,;Z gegeben, dann ist [a],, ein
Urbild. U

Bemerkung I1.2.8: (i) Sind (R;,+,-) und (Rs, +, ) unitale Ringe, dann ist
auch
Ry x Ry := {(a,b) | a € Rl,be RQ}

zusammen mit den Verkniipfungen
(a,b) + (a',0) :== (a+d',b+ V), (a,b) - (a',b) :== (ad,bb")

ein unitaler Ring. Es sind (Og,,0g,) und (1g,, 1g,) die neutralen Elemente
beziiglich ,,+% beziehungsweise ,,-“
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(ii) Sind Ry, ..., Ry unitale Ringe, dann wird auch [[*_, R; durch die kom-
ponentenweisen Verkniipfungen zu einem unitalen Ring.

Satz I1.2.9 (Chinesischer Resatz): Seien my,...,m, paarweise teilerfremde
positive natiirliche Zahlen und m :=[[;_,. Dann ist der Ringhomomorphismus
p: Z/mZ — | Z/miZ, [a] — ([a]mys - - [@)m,.)

i=1

aus [Proposition I1.2.771 ein Isomorphismus. Insbesondere haben wir die Isomor-
phie von Ringen Z./mZ = 11;_, Z./m;Z.

Beweis: Der Beweis von greift. Wir kénnen jetzt allerdings einen
alternativen, kiirzeren Beweis geben. Zunéachst ist p injektiv, denn fiir r-Tupel
([a]myy - -+ [a]m,) = ([@]mys - - -, [@']m,.), dann gilt fiir jedes i € {1,...,r}, dass
a — a’ von m; geteilt wird, d.h. a — a’ wird auch von m geteilt und damit gilt
[a,, = [a]m. Wegen

T

=1 =1

i=1

ist p auch surjektiv. O

Bemerkung I1.2.10: Der alternative Beweis ist zwar kiirzer, liefert aber kein
Verfahren wie in [Korollar 11.2.6) um die Urbilder zu bestimmen.

Beispiel 11.2.11: Ist p: Z/247. — 7,/67. x 7./AZ. wie in [Satz 11.2.9| ein Isomor-
phismus?
Nein! Wegen p([12]24) = ([0]6, [0]4) kann p nicht injektiv sein und die simultane
Kongruenz
r=4 (mod 6)
=3 (mod 4)
kann keine Losung haben, denn gébe es eine, dann hétten wir x = 4 = 0
(mod 2) und z =3 =1 (mod 2), was nicht sein kann.

Beispiel 11.2.12: Wir suchen eine natiirliche Zahl n, die die simultanen Kon-
gruenzen

n=1 (mod 2), n=2 (mod 3), n=3 (mod 4)
n=4 (mod 5) n=>5 (mod 6) n=0 (mod7)

l16st. Allerdings sind 2, 3, 4, 5, 6 und 7 nicht paarweise teilerfremd.
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Da aber 3, 4, 5 und 7 teilerfremd sind, gibt es nach dem Chinesischen Restsatz
eine nattrliche Zahl n, die

n=2 (mod 3), n=3 (mod 4),
n=4 (modb5), n=0 (modT7)

16st. Fiir dieses n gilt weiterhin, dass n =3 =1 (mod 2), da 2 ein Teiler von
4 ist. Weil jetzt n = 1 (mod 2) und n = 2 (mod 3) liefert der Chinesische
Restsatz, dass n = 5 (mod 6), d.h. es gibt eine natiirliche Zahl n, die die
simultanen Kongruenzen 16st. Die Losungen dieses Systems von Kongruenzen
konnen wir jetzt mit dem Chinesischen Restsatz bestimmen:

(i) Wir setzen m, := 3, my := 4, ms := 5, my := 7 sowie m := [[_, m; = 420.

(ii) Wir setzen M; :=m/m;, d.h. My = 140, My = 105, M3 = 84, M, = 60.
Wir haben

M; =2 (mod 3), My, =1 (mod 4),
M; =4 (mod 5), M;=4 (mod 7).
(iii) Wahle M| = 2, M} = 1, M} = 4 und M, = 2. Dann gilt M;M] = 1
(mod m;) fir 1 <i < 4.

(iv) Mithilfe des Euklidischen Algorithmus bestimmen wir A; = 280, Ay = 105,
Ag = 336 und A4 = 120.

(v) Wéhle z = 280 -2+ 105 -3 + 336 - 4 + 120 - 0 = 2219.

Da alle Losungen aquivalent modulo 420 sind, ist 119 die kleinste Losung des
,Eierproblems*.

3. Primzahlen

Beispiel I1.3.1 (Primfaktorzerlegungen): Die natiirliche Zahl 12 hat die Teiler
{£1,+2,4+3, £6}. Wollen wir 12 als Produkt natiirlicher Zahlen schreiben,
dann haben wir (bis auf Reihenfolge) die Moglichkeiten 12 = 2-6 und 12 = 3- 4.
Beide Faktorisierungen lassen sich weiterzerlegen zu 12 = 3 - 22,

Definition I1.3.2 (Primzahl): Eine natiirliche Zahl n > 1 heifit Primzahl, falls
sich n nicht als Produkt zweier kleinerer naturlicher Zahlen schrieben lasst. Die
Menge der Primzahlen heiit P, d.h. P = {2,3,5,7,11,...}.

Satz I1.3.3 (von Euklid, ca 300 v.Chr.): Es gibt unendlich viele Primzahlen.

49



Kapitel II. Teilbarkeitslehre

Proposition I1.3.4: Eine natirliche Zahln grofier als Fins ist prim genau dann,
wenn gilt: Sind a und b natirliche Zahlen und wird ab von n geteilt, dann wird
a von n geteilt oder b wird von n geteilt.

Beweis: ,,<*: Angenommen, n erfiillt die rechte Seite. Seien a und b natiirliche
Zahlen und gelte n = ab. Dann sind a und b kleinergleich n. Da aulerdem ab
von n geteilt wiirde, wiirde nach Voraussetzung a von n oder b von n geteilt.
Ohne Einschréankung gelte n | a. Dann wére n < a und insgesamt hatten wir
n = a. Folglich lasst sich n nicht als Produkt von zwei kleineren natiirlichen
Zahlen schreiben und ist damit prim.

»,="1 Angenommen n ware prim und es gibe natiirliche Zahlen a und b,
sodass ab von n geteilt wiirde. Dann wére ab = kn fiir eine geeignete natiirliche
Zahl k.

Wiére ggT(a,n) = 1, dann gibe es nach dem Lemma von Bézout ganze
Zahlen r und s, sodass 1 = rn + sa, d. h. wir hitten

b = brn + bsa = brn + skn = (br + sk)n

und ware n ein Teiler von b.
Wire g := ggT(a,n) > 1, dann wiirde n von g geteilt und da n prim ist,
ware g = n. Wegen n = g = gg'T(a,n) wiirde dann aber auch a von n geteilt.[]

Proposition I1.3.5 (Existenz von Primteilern): Jede natirliche Zahln > 1 hat
einen Primteiler, d. h. einen Teiler, der eine Primzahl ist.

Beweis: Seien n > 1 und 7, :={k € N | £ > 1 und k teilt n}. Wegen n € T,,
wére T}, nichtleer. Nach dem Prinzip des kleinsten Téaters hat T, ein kleinstes
Element und dieses muss eine Primzahl sein. O

Beweis (des Satzes von Euklid): Angenommen, es gibe nur endlich viele Prim-
zahlen py, ..., pg, wobei k eine natiirliche Zahl ist. Setze N := Hle p; + 1. Nach
IProposition I1.3.5 hatte N einen Primteiler ¢ = p; fiir ein geeignetes 1 < i < k,
aber wegen N = 1 (mod p;) fir 1 < i < n koénnte keine der Primzahlen ein

Teiler von N sein. O

Satz I1.3.6 (Fundamentalsatz der Arithmetik):
(i) Jede natiirliche Zahl n # 0 ldsst sich als Produkt

k
n=[]p (k e IN) (I1.1)
i=1
von Primzahlen py, ..., pr schreiben. Per Definition des Produktes ist das

leere Produkt [10_, pi = [lico pi = 1.
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(ii) Die Darstellung in ist eindeutig bis auf Reihenfolge der p;’s.
Die Zerlegung aus heifst Primfaktorzerlegung von n.

Beweis: (i) Wir zeigen die Behauptung per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist
nichts zu zeigen.

Die Aussage gelte nun fiir eine natiirliche Zahl n. Nach [Proposition II.3.5|
hat n + 1 einen Primteiler, d. h. es gibt eine Primzahl p; und eine natiirliche
Zahl ' < n+ 1, sodass n + 1 = p;n/. Nach Induktionsvoraussetzung hat n’
cine Primfaktorzerlegung, sagen wir n’ = [['_, p;. Dann ist n +1 = [J'_, p; und
n + 1 hat eine Primfaktorzerlegung.

(ii) Angenommen die natiirliche Zahl n hatte zwei Primfaktorzerlegungen
n=mp - P = q---qs. Wir zeigen die Eindeutigkeit per Induktion iiber
k = min{r,s}. Ist k = 0, so ist n = 1, d.h. r und s miissen beide Null sein.
Ist £k = 1, dann ist n eine Primzahl, » und s miissen beide Eins sein und
n=p=q1.

Die Aussage gelten nun fiir eine natiirliche Zahl k. Ohne Einschrankung
gelte r =k + 1 < s. Wir zeigen, dass p; = ¢; fiir irgendein j € {1,...,s} und
benutzen dafiir, dass fiir Primzahlen p und ¢ genau dann p | ¢ gilt, wenn p = gq.

Angenommen, es gébe kein j € {1,..., s}, sodass p; | g;. Da nach Vorausset-
zung gilt, dass py -+ p. = q1 - - - qs, hatten wir p; | ¢1 - - - ¢s. Da ¢1 nach Voraus-
setzung nicht von p; geteilt wird und weil p; prim ist, hatten wir py | g2 - - - ¢s.
Induktiv erhielten wir, dass p; | ¢s im Widerspruch zur Voraussetzung. Unsere
Annahme war also falsch, und p; taucht in der zweiten Primfaktorzerlegung
von n als Faktor auf.

Durch Anderung der Reihenfolge kénnen wir erreichen, dass p; = ¢, d.h.
P2 Pr = @2 - - - qs. Nach Induktionsvoraussetzung ist r — 1 = s — 1 und nach
eventueller Umsortierung gilt po = ¢o, ..., p, = ¢s. 0

Lemma I1.3.7 (Kleiner Satz von Ferma@: Fiir jede Primzahl p gilt: Ist a eine
ganze Zahl mit ggT(a,p) =1, dann ist a?' =1 (mod p).

Sie haben diese Aussage auf dem neunten Ubungsblatt bewiesen. Das ent-
scheidende Werkzeug im Beweis war, dass Z/pZ* die Ordnung p — 1 hat.

Fiir spater bemerken wir Folgendes: Ist jetzt n irgendeine natiirliche Zahl
und a eine ganze Zahl so, dass [a] € Z/nZ*, dann gibt es eine ganze Zahl b,
sodass [a][b] = 1, d. h. es gibt auBerdem eine ganze Zahl k, sodass 1 = ab + kn,
d.h. ggT(a,n) = 1.

!Pierre de Fermat, franzosischer Jurist und Hobbymathematiker, lebte von 1607 bis 1655.
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Kapitel II. Teilbarkeitslehre

Definition I1.3.8 (Eulersche -Funktion): Die Funktion
o:IN— N, n+— #Z/nZ*)=#{aeN|0<a<n—-1,g¢T(a,n) =1})
heifit Eulersche p-Funktion.
Beispiel I1.3.9: Es sind ¢(5) = 4 und ¢(6) = 2.
Proposition I1.3.10 (Berechnung von ¢(n)):
(i) Ist p eine Primzahl, dann ist o(p) =p — 1.

(ii) Sind p eine Primzahl und e eine natirliche Zahl, dann ist

1
e(p*)=p°—p" ' =p (1—p>-

(iii) Sindn undm teilerfremde natirliche Zahlen, dann ist o(nm) = o(n)e(m).

Beweis: Aussagen (i) und (ii) folgen aus der Definition. Zu (iii): Nach dem
Chinesischen Restsatz gilt

Z/nmZ = Z/nZ x Z.JmZ.

Es gilt sogar (Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z/mZ)*, denn (a,b) € Z./nZ x Z./mZ.
ist invertierbar genau dann, wenn es (a',V) € Z/nZ x Z/mZ gibt, sodass
aa’ = 1 und bb' = 1. Aber das ist dquivalent dazu, dass a € (Z/nZ)* und
b € Z/mZ>. Insbesondere gilt deshalb

p(nm) = #(Z/nmZ)* = (L) #(Z]/mZ)" = p(n)p(m). O

Beispiel 11.3.11: Fiir n = 72 berechnen wir wegen 72 = 8 - 9, dass
P(72) = p(8-9) = p(2%)p(3%) = (8—4) - (9—3) = 4.6 = 24

Satz I1.3.12 (von Euler): Seien n eine natirliche Zahl und a eine ganze Zahl
mit ggT(a,n) = 1. Dann ist a¥™ =1 (mod n).

Beweis: Genau wie im Beweis des kleinen Fermatschen Satzes betrachten wir
die Gruppe (Z/nZ, -) und die von [a] erzeugte Untergruppe

(la) ={la]" | ke Z} =TU.

Nach dem Satz von Lagrange ist ord([a]) = #(U) ein Teiler der Gruppenordnung
#(Z/nZ)* = p(n), d.h. es gibt eine natiirliche Zahl ¢ sodass cord([a]) = ¢(n).
Deswegen ist

a?™ = geordlla) = (aord([‘l]))C =1 (mod n). O
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Fiir den Beweis brauchten wir zwingend, dass ggT(a,n) = 1, damit [a] zu
Z./nZ>* gehort.

Bemerkung I1.3.13 (RSA-Verfahrerﬂ): Die zugrundeliegende Idee beim RSA-
Verfahren ist ,Verschliisselung ohne Schliisselaustausch®.

Alice mochte Bob eine Nachricht schicken. Der Spion Mr. X will die Nachricht
abfangen. Alice und Bob konnen sich jedoch nicht treffen, um einen Geheimcode
abzusprechen. Beide kommen zu folgender Losung ihres Problems:

(1) Bob wahlt einen oOffentlichen Schlissel e (den jeder kennt) und einen
privaten Schlissel f (den nur er kennt).

(2) Alice hat einen Text T'. Alice verschliisselt Bobs 6ffentlichen Schliissel T
und erhélt einen codierten Text C, mit dem Mr. X nichts anfangen kann.
Diesen schickt sie an Bob.

(3) Bob entschliisselt C' mit seinem privaten Schliissel f und erhélt T" zuriick.

Wie soll das gehen?

Verfahren zur Erstellung der Schliissel

(i) Bob wiéhlt zwei grole Primzahlen p und ¢ aus und berechnet m = pq. Es
ist p(m) = (p—1)(g —1).

(ii) Fur den offentlichen Schliissel wéhlt Bob eine natiirliche Zahl e die
teilerfremd zu ¢(m) ist und veréffentlicht das Tupel (e, m).

(iii) Fir die Wahl des privaten Schliissels f bestimmt Bob mithilfe des eukli-
dischen Algorithmus natiirliche Zahlen f und g mit 1 = fe — gp(m) und
verwendet (f,m) als privaten Schliissel ]

Anwendung des Verfahrens Ohne Einschriankung ist der Text gegeben als
Zahl z mit x < p,q (zerlege den Text falls notig).

(i) Zur Codierung berechnet Alice z := 2¢ (mod m) und schickt z an Bob.
Mr. X kann mit 2 nichts anfangen [f]

2Nach Rivert, Shamir und Adleman am MIT aus dem Jahre 1977.

3Es ist tatséchlich méglich, f und g positiv zu wihlen.

4Die Sicherheit des Verfahrens steht und fillt mit der Fahigkeit des Spions Mr. X, die Zahl
m zu faktorisieren. Es ist ein schwieriges Problem, Primfaktorzerlegungen auszurechnen
und offensichtlich nimmt die Schwierigkeit der Bestimmung der Faktorisierung zu, wenn
die Primzahlen p und ¢ gréfler werden. Hat Mr. X jedoch ausreichend Rechenleistung
zur Verfiigung, so kann er m in endlicher Zeit faktorisieren und so die Verschliisselung
knacken.
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(ii) Zur Dekodierung berechnet Bob
= (2% = 2 = 1799 = ¢ 2990 = & (mod m).

Dabei sind eingegangen, dass ggT(z,m) = 1 wegen x < p,q und dass es
wegen z < m = pq geniigt, den Rest von x modulo m zu kennen.

Im Ergebnis hat Bob den Text x erhalten.
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