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Kapitel 1

Einleitung

Die Hauptdarsteller der algebraischen Zahlentheorie sind algebraische Zahl-
korper, also endliche Korpererweiterungen des Korpers der rationalen Zahlen
Q.
Klassische Beispiele fiir algebraische Zahlkorper bilden die quadratische Zahl-
kérper, d.h. Korpererweiterungen der rationalen Zahlen vom Grad 2. Diese
sind immer von der Form Q(v/d) fiir eine ganze Zahl d. Quadratische Zahlkor-
per zerfallen in die reellquadratischen Zahlkorper, bei denen d > 0, und die
imaginarquadratischen Zahlkorper, bei denen d < 0.

Je ein Beispiel fiir ein imagindrquadratischen Zahlkorper beziehungswei-
se reellquadratischen Zahlkorper wiren Q(i) = Ling(1,i) beziechungsweise
Q(v=5) = Ling(1, v=5).

Weitere klassische Beispiele fiir algebraische Zahlkorper sind die zyklotomi-
schen Korper, d.h. Korper der Gestalt Q((,) fiir eine primitive n-te Einheits-
wurzel ¢,.

Den Ausgangspunkt fiir diese Vorlesung bilden die ganzen Zahlen Z, die im
Korper der rationalen Zahlen eingebettet sind. Genauer ist Q = Quot(Z). Fur
die ganzen Zahlen gibt es den wohlbekannten Fundamentalsatz der Arithmetik,
der besagt, dass jede ganze Zahle eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt.

Ein Ziel dieser Vorlesung wird sein, Konzepte fiir die rationalen Zahlen auf
algebraische Zahlkorper zu verallgemeinern. Als erste Frage werden wir nach
dem korrekten Analogon der ganzen Zahlen in einem algebraischen Zahlkorper
K fragen. Das wird auf das Konzept des Ganzheitsring O fithren. Diesen
Ganzheitsring werden wir im Folgenden untersuchen. Insbesondere werden wir
die Einheiten und Primelemente dieses Rings versuchen zu verstehen. Schliellich
werden wir iiber eindeutige Primfaktorzerlegungen in Ganzheitsringen nachden-
ken und passende Verallgemeinerungen dieses Begriffs besprechen: Kummers
Theorie idealer Zahlen. Als Maf3 dafiir, wie weit ein Ganzheitsring davon ent-
fernt ist, faktoriell zu sein, werden wir seine Klassengruppe Clx einfithren
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und studieren. Ist die Klassengruppe trivial, dann haben wir eine eindeutige
Primfaktorzerlegung.

Schliellich wollen wir geometrische Methoden, namlich Minkowski- Theorie,
verwenden, um die Struktur algebraischer Zahlen zu untersuchen. Dazu be-
trachten wir algebraische Zahlen als Punkte des R", zeigen, dass # C/ endlich
ist und berechnen die Einheitengruppe Q. Zugehorig zu dieser Frage ist der
Dirichletsche Einheitensatz.

Befruchtend fiir das Gebiet der algebraischen Zahlentheorie ist der legendére
letzte Satz von Fermat, der sagt, dass es fiir eine natiirliche Zahl n > 3 keine
paarweise verschiedenen ganzen Zahlen z, y und z gibt, sodass 2™ + y" = 2"
gilt. Dieser wurde 1637 von Fermat formuliert und erst 1994 von Andrew Wiles
abschlieflend bewiesen.

Damit ist das Interesse fiir algebraische Zahlentheorie aber nicht abgestorben.
Eine bis heute offene Frage ist, ob es unendlich viele algebraische Zahlkorper
mit trivialer Klassengruppe gibt.
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Algebraische ganze Zahlen

1 Ganzheitsringe

Eine komplexe Zahl z heifit ganzzahlig, falls es ein ganzzahliges normiertes
Polynom f = X"+ "} a;X* gibt, sodass f(z) = 0 ist. Dieses Ganzheitskonzept
soll uns fiir diesen Abschnitt leiten.

Als Generalvoraussetzung gehen wir im Folgenden stets davon aus, dass die
Ringe, mit denen wir zu tun haben, kommutativ sind und eine Eins besitzen.

Definition I1.1.1 (Ganzheit fiir Ringerweiterungen): Seien A ein Ring und B
eine Ringerweiterung von A. Ist b ein Element von B und gibt es ein normiertes
Polynom f = X" + Y a; X" mit n > 1 und Koeffizienten aus A, sodass
f(b) =0, dann heifit b ganz iber A.

Die Menge Intp(A) = {b € B ganz iiber A}, oder einfach nur Int(A), falls
der Ring B aus dem Kontext klar ist, heiflt ganzer Abschluss von A in B. Ist
B =Int(A), dann heifit B ganz tber A.

Unser erstes Ziel wird es sein zu zeigen, dass Int(A) in der oben beschriebenen
Situation ein Ring ist.

Proposition I1.1.2 (Ganzheitskriterien): Seien A ein Ring, B eine Ringerwei-
terung von A und by, ...,b, Elemente von B. Genau dann sind by, ..., b, ganz
iber A, wenn Alby, ..., b,] als A-Modul endlich erzeugt ist.

In der oben beschriebenen Situation ist A[by,...,b,] die kleinste in B ent-
haltene A-Algebra, der by, ..., b, enthélt. Diese A-Algebra kann man explizit
angeben als
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Korollar I1.1.3 (Grundlegende Fakten iiber ganze Ringerweiterungen): Seien
A ein Ring und B eine Ringerweiterung von A.

(i) Der ganze Abschluss Intg(A) von A in B ist selbst ein Ring.

(ii) Ist C' eine Ringerweiterung von B und sind B ganz tber A sowie C' ganz
tber B, dann ist auch C' ganz iber A.

Beweis: (i) Seien b; und by Elemente von Int(A). Es bezeichne b die Differenz
by — by oder das Produkt byby. Nach [Proposition 11.1.2|ist A[by, by, b] = A[by, bo]
ein endlich erzeugter A-Modul. Wiederum wegen |Proposition II.1.2| sind dann
b1, by und b ganz iiber A.

(ii) Seicein Element von C'. Nach Voraussetzung gibt es Elemente by, . . ., b,_1
von B, sodass ¢"+0b,_1¢" "'+ -+by = 0. Der Ring R = Alby, . ..,b,_1] ist nach
IProposition 1I.1.2] ein endlich erzeugter A-Modul, und auch R]c] ist ein endlich

erzeugter R-Modul, der wegen der obigen Gleichung von 1, ¢, ..., ¢* ! iiber
R erzeugt wird. Erneute Anwendung von |Proposition [I.1.2|liefert schliefflich,
dass ¢ ganz iiber A ist. O

Bevor wir|Proposition I1.1.2{ beweisen kénnen, wollen wir an ein paar Konzepte
aus der linearen Algebra erinnern.

Erinnerung I1.1.4: Seien R ein Ring und A in R™*" eine Matrix. Fiir ¢, j in
{1,...,r} bezeichne A, ; die (r — 1) x (r — 1)-Matrix, die durch Streichung
der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A entsteht. Die Matrix A* = (a;;) mit
Eintragen

aj; = (=) det(4;;), 1<ij<r
heifit Adjunkte von A. Es gilt A*A = AA* = (det A)I,.. Ferner gilt fiir jedes x
in R" mit Az = 0, dass (det A)x = 0.

Beweis (Proposition I1.1.2):  —>*“: Wir zeigen: Ist b in B ganz tiber A, dann
ist A[b] endlich erzeugt als A-Modul. Die Behauptung folgt dann durch Induk-
tion.

Sei also b ganz tiber A. Dann gibt es ein Polynom f in A[X], sodass f(b) = 0.
Ist ¢ ein Element von A[b], dann gibt es ein Polynom ¢ in A[X], sodass ¢ = g(b)
gilt. Weil f normiert ist, gibt es Polynome r und ¢ in A[X], sodass g = ¢f +r
und deg(r) < deg(f). Es ist also ¢ = g(b) = r(b) = ag + a1b + a,_1b"* fiir
geeignete Elemente ay, . .., a,_1 von A. Als A-Modul wird A[b] deshalb erzeugt
von 1,b,..., 0" L

,<=": Sei Alby,...,b,] ein endlich erzeugter A-Modul, sagen wir erzeugt von
wy, ..., w,. Ferner sei b ein Element von Alby,...,b,]. Fir jedes i in {1,...,7}

10
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liegt bw; in Alby,...,b,|, insbesondere gibt es Elemente a;; von A, sodass
bw; = ay;wy + - - - + a1, w,. Es gibt also eine Matrix C' = (a; ;) in A™*", sodass

wq wq

Entsprechend gilt (b1, — C)(wy, ..., w,)" = 0 und nach der vorangegangenen
Erinnerung gilt des Weiteren, dass det(bl, — C)(wy, ..., w,)" = 0. Wir konnen
1 ausdriicken als Linearkombination 1 = ajw; + - -+ + a,w, mit geeigneten
Elementen aq, ..., a, von A und erhalten so, dass

det(bl, — C) = det(bl, — C)1
= ay det(bl, — C)wy + - - - + o, det (b, — C)w, = 0.

Setzen wir f = det(X 1, — C), dann ist f normiert und wir haben f(b) = 0,
womit b ganz iiber A ist. O

Ein Ring A, der nullteilerfrei ist, heiflt Integrititsbereich oder Integritdtsring.
Ist A ein Integritatsbereich, dann gibt es den Quotientenkorper

Quot(A) = {al tay,as € A ag # O}
a2 /~

wobei wir ,aj/as ~ by /by schreiben, wenn a;by = bjay. Diese Konstruktion
liefert in der Tat einen Korper und dieser heifit Quotientenkérper von A. Die
Abbildung A — Quot(A), a + a/1 ist eine Einbettung von Ringen.

Definition I1.1.5 (Normalisierung von Integritdtsbereichen): Seien A ein In-
tegritatsbereich und K = Quot(A) der zugehorige Quotientenkorper.

(i) Der ganze Abschluss Intg(A) heifit Normalisierung von A.

(ii) Ist Int(A) = A, dann heiit A ganzabgeschlossen.

Wir erinnern an weitere bekannte Konzepte aus der (linearen) Algebra. Seien
dazu R ein Integritatsbereich, m ein Element von R — (R* U {0}).

(i) Falls fiir alle @ und b in R mit m = ab gilt, dass a oder b eine Einheit ist,
dann heifit m irreduzibel.

(ii) Gilt fir alle @ und b in R mit m | ab, dass m | a oder m | b, dann heift
m prim.

11
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(iii) Kann jedes Element x von R—{0} (bis auf Veranderung der Reihenfolge
und bis auf Assoziiertheit) in eindeutiger Art und Weise als Produkt = =

upy - - - pp einer Einheit u und irreduziblen Elementen py,...,p, schreiben,
dann heiit R faktoriell.

In der linearen Algebra zeigt man, dass Irreduzibelitat aus Primalitat folgt.
AuBerdem zeigt man in der Algebra, dass in faktoriellen Ringen Primalitdt und
Irreduzibelitdt zusammenfallen.

Bemerkung I1.1.6: Sei A ein faktorieller Ring. Dann ist A ganzabgeschlossen.

Beweis: Sei a = a/a’ ein Element von Quot(A), d.h. a und o’ liegen in A
und o’ ist von Null verschieden. Wir diirfen annehmen, dass 1 der grofite
gemeinsame Teiler von a und a’ ist. Angenommen, o wére ganz tiber A. Dann
gibe es Elemente \g,..., A\,—1 von A, sodass a™ + \,_1a" 1 4+ -+ X\g = 0.
Durchmultiplizieren mit a'" lieferte dann, dass

A"+ Np_qda" 4+ 4+ Nd" =0,

d.h. a® = —a'(Ay_1a™ ' 4 -+ + Xoa™ "), weshalb o’ ein Teiler von a” sein
miusste. Ware 7 ein Primelement von A, das @’ teilen wiirde, dann wiirde
auch a teilen, was unserer Voraussetzung an a und a’ widerspriache. Darum
muss a’ eine Einheit sein und « bereits zu A gehoren. 0

Proposition I1.1.7 (Ganzer Abschluss in Erweiterungskorpern): Seien A ein
Integrititsbereich, K der Quotientenkdrper von A und A ganzabgeschlossen. Ist
L eine endliche Kérpererweiterung von K und B der ganze Abschluss von A in
L. Dann gilt:

(i) B ist ganzabgeschlossen in L.
(ii) L={f=0b/a|be B,ac A—{0}} = Quot(B).
(iii) B ={p € L | Das normierte Minimalpolynom fz von B liegt in A[X]}.

Insbesondere ist B ein ganzabgeschlossener Ring.

Beweis: (i) Sei C der ganze Abschluss von B in L. Dann ist B ganz iiber A
und C' ganz tiber B, sodass [Korollar TI.1.3] bereits liefert, dass C' ganz tiber A

ist, weshalb C' in B enthalten sein muss, also gleich B ist.

(ii) Sei § ein Element von L. Da L eine endliche Korpererweiterung tiber K
ist, gibt es ein Polynom f3 in K[X] mit f(8) = 0, d.h. es gibt ay,...,a], in K

mit a,, 8"+ al,_; "' + -+ -+ ay = 0. Durchmultiplizieren mit dem Produkt der

12
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Nenner liefert ay, ..., a, aus A, sodass a,8" + - -+ apf = 0, und multiplizieren
dieser Gleichung mit a” ! gibt

(anﬂ)n + an—l(anﬁ)n_l + an—2an(an6)n_2 + -+ aoaz_l =0.

Das heift, dass b = a,, 3 ganz iiber A ist und damit in B liegt, und 8 = b/a,
ist von der behaupteten Gestalt.

(iii) Die Inklusion ,, 2 folgt per Definition. Bleibt ,C* zu zeigen. Sei also
[ ganz iiber A. Das heifit es gibt ein normiertes Polynom ¢ aus A[X], sodass
g(B) = 0. Sei fz in K[X] das normierte Minimalpolynom von /. Dann wird ¢
von fj5 geteilt. Im algebraischen Abschluss K von K konnen wir fz schreiben als
Produkt von Linearfaktoren fz = (X — 1) -+ (X — ,) fiir geeignete Elemente
Y, .--,7 von K. Da g von fz geteilt wird, sind 74, ...,7, Nullstellen von g,
weshalb sie ganz iiber A sind. Darum sind die Koeffizienten von fz ebenfalls
ganz iiber A, auflerdem liegen sie in K und aus diesem Grund ist fz sogar in

A[X]. O

Definition I1.1.8 (Ganzheitsringe von Zahlkorpern): Sei K ein Zahlkérper. Der
Ring

OK = IntK(Z)
= {a € K | Normiertes Minimalpolynom f, von « liegt in Z[X]}

heifit Ganzheitsring von K.

Die Charakterisierung K = Quot(Ok) = {b/a | b € Ok,a € Z — {0}} folgt
direkt aus|[Proposition I1.1.7] und auflerdem erhalten wir aus dieser Proposition,
dass Ok ganzabgeschlossen ist.

Beispiel 11.1.9 (Erste Ganzheitsringe): (i) Ist K der Kérper der rationalen
Zahlen, dann ist der Ganzheitsring

Ok = {a € Q | Normiertes Minimalpolynom f, liegt in Z[X]} = Z,

denn fiir eine rationale Zahl « ist f, = X — «a das zugehorige Minimalpolynom.

(ii) Seien K der Korper Q(i) und o = a + bi ein Element von Q(i) ist
o? = a® + 2abi — bV? = 2aa — (a® + b?), sodass f, = X? — 2aX + (a® + b?) das
Minimalpolynom von « ist.

Ist a eine ganze Zahl, dann auch b.

Ist a = k/2 fir eine ungerade ganze Zahl k, dann schreiben wir b = by /by fiir

ganze Zahlen by und by mit ggT(by, by) = 1. Die Zahl £ = a®+b? = k?/4+ (b1 /by)?

13
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ist dann eine ganze Zahl, und 4b3¢ = b3k? + 402, sodass by in {1, 2} liegen muss.
Wire by = 2, dann hétten wir 16/ = 4k? + 4b7, sodass 40 = k* + b? mit
ungeradem k und b; sein miisste. Das widerspriche aber k% =1 = 2.

Als Ergebnis halten wir fest: Der Ganzheitsring von K = Q(i) ist genau der
Ring der Gaufischen Zahlen Z[i].

(iii) Sei K der Kérper Q((,) fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢,. In
der Algebra zeigt man iiblicherweise, dass der Grad dieser Korpererweiterung
gerade [K : Q] = p(n) ist. Hierbei bezeichnet ¢ die Euler’sche Phi-Funktion.
Entsprechend ist {1,¢,,..., (™1} eine Basis von K iiber Q. Wir werden
spater zeigen, dass der Ganzheitsring dieses Zahlkorpers der Ring O = Z[(,,]
ist. Dafiir werden wir Diskriminanten verwenden miissen.

(iv) Sei K der Zahlkérper Q(v/5) und @ = 1(1++/5). Dann ist (2a —1)* = 5,
sodass 40% —4a + 1 =5, also a? — o — 1 = 0. Das Minimalpolynom von « ist
deshalb f, = X? — X — 1 und « ganz. Entsprechend ist Ok nicht der Ring

Z\V5).

2 Ganzheitsbasen und Diskriminanten von
Korpererweiterungen

Erinnerung II.2.1 (Spur und Norm): Seien K ein Korper und L ein Erwei-
terungskorper von K mit [L : K] = n. Ist a ein Element von L, dann
erhalten wir eine K-lineare Abbildung 7T,: L — L, f +— «af. Man nennt
Tr(a) = Trp g () = Tr(T,,) die Spur von o und N(o) = Npjk(a) = det T,, die
Norm von «.

Wegen der Eigenschaften von Spur und Determinante haben wir fiir a7 und
s aus L, dass

Trrx (a1 + ) = Trpjg(on) + Tryx (o), Ny (aras) = Npjg(on)Nijg(az).

Anders formuliert sind Trpx: (L, +) — (K, +) und Npg: L — K* Grup-
penhomomorphismen.
Ist L = K (ay) eine einfache Korpererweiterung und fo, = X"+>1" a; X* das
Minimalpolynom von oy, dann ist Trzx (cg) = —an—1 und Npjk(ag) = (—1)"ao.
Ist L|K eine separable Korpererweiterung, ist Homg (L, K) = {01,..., 0.},
ist a ein Element von L und ist f, das zugehorige charakteristische Polynom,
dann ist

fo— f[l (X = i(a).

14
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Entsprechend gilt Trp x(a) = X1t 05(o) und Ny (o) = [TiL, oi(a).
Schliefflich sind Spur und Norm transitiv. Sind genauer K C L und L C M
Korpererweiterungen, dann sind

TrM|K:TrL|KOTrM|L und N]V[\K:NLH{ONM\L'

Beispiel 11.2.2 (Spur und Norm fiir quadratische Zahlkorper): (i) Seien L
der Korper Q(i) und o = a + bi ein Element von L. Fiir die Q-Basis B = {1,i}
von L erhalten wir

a —b

Dgp(T,) = <b a) : Tr(a) = 2, N(a) = a® + b

Ferner haben wir letztes Mal bereits das Minimalpolynom von « berechnet,
dieses ist fo, = X? — 2aX + a® + b

(ii) Seien allgemeiner d eine quadratfreie ganze Zahl d und L der Zahlkorper
Q(V/d). Dann ist B = {1, /d} eine Q-Basis von L. Fiir das Element o = a+bv/d

kénnen wir Norm und Spur wie oben direkt bestimmen:

a bd

Dpp(To) = <b a) . Tr(a) =24,  N(a)=d>—0bd.

Das Minimalpolynom von « ist f, = X% — 2aX + a? — b*d.

Definition I1.2.3 (Diskriminante): Seien A ein Integritatsring, K = Quot(A),
L|K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und Hom(L, K) sei die

Menge {01, ...,0,}. Es seien B ={ay,...,q,} eine K-Basis von L und
0'1(&1) s O'l(CEn)
Ap = :
op(ar) -+ onlay)

Die Determinante det(A%) = (det Ag)? = (det A)(det A?) heifit Diskriminante
von L dber K beziglich {a, ..., a,} und wird mit d(ay, ..., a,) bezeichnet.

Beispiel I1.2.4 (Diskriminanten fiir quadratische Zahlkorper): Seien d eine qua-
dratfreie ganze Zahl, L der Zahlkorper Q(\/E) und K der Korper der rationalen
Zahlen. Dann ist

Homg (L, Q) = {0y = id, 05: a + bVd — a — bV/d}.

15
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Wir rechnen zunichst beziiglich der Q-Basis B; = {1, v/d}:

1 —Vd

Rechnen wir mit der Q-Basis By = {1 + \/c_l, 1-— \/c_l}, dann liefert das

A&:(l ﬂ), det(Ap,) = —2vd,  d(1,Vd) = 4d.

1—vd 1++d

und fiir die Diskriminante beziiglich By ergibt sich d(1 + v/d,1 — v/d) = 16d.

A32:<1+\/E 1_\/3>, det(Ap,) = (1+ VA — (1 — Vd)? = 4Vd

Proposition I1.2.5 (Berechnungsmoglichkeiten fiir die Diskriminante): Seien
A ein Integrititsring, K = Quot(A), L|K eine separable Korpererweiterung
vom Grad n und B = {a,...,a,} eine Basis von L|K.

(i) Es bezeichne Cp die Matriz (Tr(c;a;))1<ij<n. Dann ist det Cp die Dis-
kriminante d(ov, . .., o). Insbesondere gehort sie zu K.

(ii) Sei 0 aus L ein primitives Element fir L diber K, d.h. L = K(0), und es
sei B die K-Basis {1,0,...,0" '} von L. Mit der Schreibweise 0; = o;(6)
gilt d(1,0,...,0"") = Th<icj<n (i — 0;).

Beweis: (i) Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass det(Ap)* = det(AL Ap)
und es gilt

A Ap = (05(01))i(or(c) ke
<Zaj a;)oj (o) ) y (ZU] (i) ) , = (Trp ik (iow))ie = Cp.

7j=1

(ii) Zur vorgegebenen Matrix B ist

16 62 ... gyt
det Ap =det | : ¢ ¢ ... | =Vo(64,...,0,)
16, 62 ... ot

n

die Vandermonde-Matrix zu den Eintragen 64, ..., 6,. Aus der linearen Algebra
ist bekannt, dass man fiir die Determinante der Vandermonde-Matrix durch

Induktion die Formel det V;,(01,...,0,) = [1i<icj<n (i — 0;) erhilt. O

16
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Proposition I1.2.6 (Diskiminante ungleich Null): Seien A ein Integrititsring,
K = Quot(A), L|K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und B der
ganze Abschluss Intp(A).

(i) Die bilineare Abbildung
h:LxL— K, (z,y) — Tr(zy)

ist nicht degeneriert, d. h. fir kein y in L — {0} ist die lineare Abbildung
hy: L — K, x — Tr(xzy) die Nullabbildung.

(ii) Fir jede Basis {a,...,a,} der Korpererweiterung L|K ist die Diskrimi-
nante d(ayq, . .., ay,) von Null verschieden.

Beweis: (i) Da L|K separabel ist, gibt es ein primitives Element 6 und eine
zugehorige Basis {1,0,...,0"1} von L iiber K. Die Gramsche Matrix von
h beziiglich der Basis B ist G = (Tr(¢°'67~1)), ;. Nach [Proposition I1.2.5(i)
haben wir det G = d(1,0,...,0" ") = [[i<;cj<n(0; — 0;)* # 0, wobei 0; wie
zuvor fiir 0;(0) steht. Damit ist 4 nicht degeneriert.

(i) Nach[Proposition II.2.5(1) ist d(a, . .., ay) = det C fir C' = (Tr(a;a;4))i 5,

wobei C' die Fundamentalmatrix von h beztiglich der Basis {ay,...,a,} ist.
Weil h nach (i) nicht degeneriert ist, ist auch diese Determinante von Null
verschieden. O

Notation I1.2.7: Seien R ein Ring und S ein Erweiterungsring von R. Dann
schreiben wir Intg(R) fir den ganzen Abschluss von R in S.

Im Folgenden wollen wir annehmen, dass A ganzabgeschlossen ist, d.h. fiir
K = Quot(A) wollen wir annehmen, dass A = Intx(A). Fiir eine Koérpererwei-
terung L von K schreiben wir B fiir den ganzen Abschluss Inty (A).

Proposition I1.2.8 (Spur und Norm erhilt Ganzheit): Seien L|K eine sepa-
rable Korpererweiterung vom Grad n, Homg (L, K) = {o1,...,0,} mit oy = id
und x ein Element von B.
(i) Fiir jedes o in Homg (L, K) ist auch o(x) ganz iiber A.
(ii) Es sind Trpjx(z) und Npjk(x) ganz dber A.
(ili) Genau dann ist x eine Einheit in B, wenn Ny (x) in A* liegt.
Beweis: (i) Da z zu B gehort, liefert Bemerkung 1.1.7, dass das normierte

Minimalpolynom f, von z iiber K in A[X] liegt. Dann ist auch o(x) eine
Nullstelle von f,, weshalb o(x) ganz tiber A ist.
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(ii) Da x in B liegt, wissen wir, dass Try g (x) = 3iL; 03(x) gilt. Nach (i) ist
Tr(x) ganz tiber A und lebt in K, sodass Tr(x) auch zu A gehort.

(iii) Die Implikation ,==* folgt aus (ii) in Verbindung mit der Multiplikati-
vitdat der Norm.

Zu ,<=":Ist Npjx(x) eine Einheit in A, dann gibt es ein Element a von A,
sodass 1 = aNpk(z) = alliL, 0i(x) = (allj=, 0s(x))x, was gerade bedeutet,
dass x eine Einheit in B ist. O

Korollar I1.2.9 (Ganzzahligkeit der Diskriminiante): Seien L|K eine separa-
ble Korpererweiterung von Grad n und oy, ..., «a, Elemente von B, die eine
K -Basis von L bilden. Dann ist d(ayq, ..., ay) in A enthalten.

Beweis: Proposition 1.2.4(i) und Proposition 1.2.8(ii). O

Satz 1 (Basen von ganzen Elementen): Seien L|K eine separable Korperer-
weiterung vom Grad n, aq, ..., o, Elemente von B derart, dass {ay,...,a,}
eine K-Basis von L bildet und d = d(oy,...,ay,) die Diskriminante von L
tiber K beziglich aq, ..., oy, die in A liegt. Dann ist dB in Aoy + - - - + Aaqy,
enthalten.

Beweis: Sei « ein Element von B. Dann gibt es geeignete Elemente ¢4, ...,c,
von K, sodass a = Yi_ ¢;a;. Fiir jedes 4 in {1,...,n} ist aya = 37, aicja;
ein Element von B. Fir die Spur dieser Elemente erhalten wir

Trp k(o) = ¢y Tr(oion) + -+ + ¢, Tr(osay,),

d.h. der Vektor z = (c1,...,¢,)" des K™ ist Losung eines linearen Gleichungs-
systems Mz =y fir y = (Tr(aqa),. .., Tr(a,a)) in A" und M = (Tr(oya;))
in A"*". Mit der Erinnerung zur Adjunkten sehen wir ein, dass einerseits
(det M)x = M#* Mz = M#y gilt und dass andererseits M#y auch in A" liegt.
Das liefert uns, dass fir jedes ¢ das Element dc; zu A gehort. Aus der urspriing-
lichen Gleichung fiur « folgt, dass da = dciay + - - - + depa, in Aag + - - - + Aay,
enthalten ist. 0

Definition I1.2.10 (Ganzheitsbasis): Seien A ein Integritatsbereich, K der Quo-
tientenkorper von A, L|K eine separable Korpererweiterung von Grad n,
B = 1Int;(A) der ganze Abschluss von A in L und «y, ..., «, Elemente von B.
Ist {a,...,q,} eine Basis von B als A-Modul, d. h. fir jedes o in B gibt es
eindeutige Elemente ¢1, ..., ¢, in A mit a = Y- | ¢;c;, dann heiit {a, ..., @, }
eine Ganzheitsbasis von B tber A.
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Bemerkung I1.2.11 (Ganzzahlige vs. Ganzheitsbasis): (i) Wir haben bereits
gesehen, dass in der beschriebenen Situation fiir L die Charakterisierung

L={b/a|be B,a e A—{0}} gilt. Eine K-Basis {o; = b1 /ay,...,a, =by/a,}

von L liefert deshalb eine ganzzahlige Basis {«], ..., al } durch Ausrdumen der

Nenner, zum Beispiel durch Multiplikation jedes «; mit a; - - - a,. Insbesondere

gibt es immer ganzzahlige Basen.

(ii) Im Allgemeinen sind ganzzahlige Basen keine Ganzheitsheitsbasen. In
Beispiel I.1.9 haben wir schon L = Q(v/5), K = Q, A = Z und a = 1/2(1++/5)
betrachtet und gesehen, dass a ganz iiber Z ist, weshalb {1,/5} zwar eine
ganzzahlige QQ-Basis, aber keine Ganzheitsbasis ist.

Korollar I1.2.12 (aus [Satz 1): Sei L ein Zahlkérper vom Grad n mit Ganz-
heitsring Or. Dann besitzt Op, eine Ganzheitsbasis. Insbesondere gilt O = 7.".

Beweis: Sei {ay,...,q,} eine ganzzahlige Q-Basis von L. Nach ist
dOr, enthalten in @7, Za;, bezichungsweise Op enthalten in @;_; Z< . Des-
halb ist O; Untermodul eines freien Z-Moduls und damit selbst frei. Ferner
ist Rang Oy, hochstens n. Andererseits haben wir @ | Za; € Op, weshalb
Rang Op, wenigstens n sein muss. Darum folgt Rang O, = n und Oy = Z". UJ

Bemerkung I11.2.13 (Diskriminante von Ganzheitsbasen in Zahlkorpern): Wie
wir zuvor gezeigt haben, ist d(a,...,a,) = det(o;(a;))* = det(Tr(cuia;)); ;
und (Tr(eyey)) ist die Fundamentalmatrix der Bilinearform h: (z,y) — Tr(zy)
beziiglich der Basis {aq,. .., a,}.

Seien L ein Zahlkérper und B = {ay,...,an}, B'={a], ..., o)} Ganzheits-
basen von L. Dann ist O = @], Za; = @}, Za;,. Die Basiswechselmatrix
T = Dpp ist in diesem Fall enthalten in Gl,(Z), hat also Determinante +1,
und fiir die Fundamentalmatrizen (Tr(a;ay))q, (Tr(aja})); gilt

d(al,...,;ad) = det(Tr(agoz;-))i’j
= det T? det(Tr(cya;)),

i = d(Oél, c. ,Oén>,
sodass alle Diskriminanten von Zahlkérpern beziiglich Ganzheitsbasen gleich

sind.

Definition I1.2.14 (Diskriminante eines Zahlkorpers): Sei K ein Zahlkorper.
Die Diskriminante von K tber Q beziiglich einer (und damit jeder) Ganzheits-
basis wird Diskriminante von K genannt und mit dx notiert.

Satz 2 (B-Moduln in L sind freie A-Moduln): Seien A ein Hauptidealring,
K = Quot(A), L|K eine separable Korpererweiterung vom Grad n und 0 # M
ein endlich erzeugter B-Untermodul von L. Dann ist M ein freier A-Modul
von Rangn = [L : K].
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Erinnerung II.2.15 (Struktursatz): Seien A cin Hauptidealring und M, ein
freier A-Modul. Dann gilt:

(i) Jeder Untermodul M von M, hat eine Basis, ist also frei.

(ii) Der Rang von M ist hochstens der Rang von M.

Beweis (von [Satz 2): Seien {o,...,a,} eine Basis von L iiber K bestehend
aus Elementen von B, d = d(a, ..., a,) die Diskriminante und {u1,..., u.}
ein Erzeugendensystem von M als B-Modul. Unter Verwendung der Charak-
terisierung L = {b/a | b € B,a € A — {0}} sehen wir ein, dass es a in A gibt,
sodass {a, ...,au,} enthalten ist in B. Damit ist adM enthalten in dB, was
wiederum in @ ; Aq; liegt. Nach [Erinnerung I1.2.15]ist adM selbst ein freier
A-Modul von Rang hochstens n. Andererseits ist A™ isomorph zu @} ; Aa; i,
was in M enthalten ist, sodass der Rang von M mindestens n ist. Insgesamt
ist Rang M = n. OJ

Beispiel 11.2.16 (Ganzheitsbasen fiir quadratische Zahlkorper): Seien D eine
quadratfreie, von Null und Eins verschiedene ganze Zahl, L der Zahlkorper
Q(\/E) und K der Korper der rationalen Zahlen. In Beispiel 1.1.19 haben wir
das normierte Minimalpolynom von a = a + bv/D aus L bestimmt; das war
niamlich f, = X? — 2aX + a? — b>D. Genau dann ist also « ein Element des
Ganzheitsrings, wenn Tr(a) = 2a und N(«a) = a® — b?D ganze Zahlen sind.

(i) Wir zeigen fiir @ = a + bv/D in O, dass 2b eine ganze Zahl ist. Dazu
schreiben wir b als p/q mit geeigneten teilerfremden ganzen Zahlen p und ¢. Da
« im Ganzheitsring liegt, ist a® + 0> D = z eine ganze Zahl, sodass

(2a)® — 40*°D = 4z = ¢*(2a)* — 4p*D = 4¢*z
= 4p°D = ¢*((2a)* — 42)

weshalb ¢ entweder 1 oder 2 sein muss.

(ii) Wir zeigen, dass im Fall ¢ = 2 gelten muss: D =1 (mod 4). Wegen der
letzten Gleichung in (i) ist

p’D = (2a)* — 42 = (2a)* (mod 4).

Da p und ¢ nach Voraussetzung teilerfremd sind, muss p ungerade sein. Da-
mit gilt fiir die rationale Zahl a, dass 2a ungerade ist, da D als quadrat-
frei angenommen ist. Entsprechend gilt p> = 1 = (2a)? (mod 4), womit
D =1 (mod 4). Zusammenfassend gesagt gilt im Fall D # 1 (mod 4), dass
Or={a+b/D|abeZ}=7Z[VD]
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(iii) Wir zeigen, dass im Fall D =1 (mod 4) gilt: a und b sind ganz oder 2a
und 2b sind ungerade.

Ist in (i) ¢ = 1, dann zeigt die letzte Gleichung in (i), dass a eine ganze Zahl
ist. Wegen ¢ = 1 ist dann auch b eine ganze Zahl.

Gilt ¢ = 2 in (i), dann folgt in (ii) dass 2a und p = 2b ungerade sind.

Zusammenfassend erhalten wir im Fall D =1 (mod 4) fiir den Ganzheitsring

/ / 1 1
OL:{C;—|—2\/5:a’,b’eZ}U{a%—b\/ﬁza,bEZ}:Z{z—kQ\/ﬁ}.

Als Fazit halten wir fiir die Ganzheitsringe quadratischer Zahlkorper fest:

_ |z[VD], falls D =2,3 (mod 4),
"T\ZI+1VD), falls D=1 (mod 4).

Insbesondere ist im ersten Fall {1,v/D} und im zweiten Fall {1, £(1++v/D)} eine
Ganzheitsbasis. In Beispiel I1.2.3 haben wir bereits die zugehorige Diskriminante
berechnet, namlichd, = d(1,+/D) = 4v/D und fiir die andere Ganzheitsbasis
erhalten wir

1 1 = 1 L+1vDY’ =
== — — = 2 2 = (| — 2 =

Aus Beispiel 11.2.3 und Bemerkung I1.2.13 folgt insbesondere, dass die Menge
{1++/D,1 —+/D} fir D=2,3 (mod 4) keine Ganzheitsbasis von Z[v/D] ist.

Proposition I1.2.17 (Diskriminanten von Komposita): Gegeben seien ein Kor-
per K und Galoiserweiterungen LIK und L'|K vom Grad n beziehungsweise
m, sodass K = LN L'. Ferner sei A ein Teilring von K, sodass K = Quot(A)
gilt, und es bezeichne B = Inty(A) sowie B’ = Inty/(A). Des Weiteren seien
{wq, ..., w,} respektive {wi, ... ,wl,} Ganzheitsbasen der Korpererweiterungen
L|K respektive L'| K beziiglich A mit Diskriminanten d = d(wy, ..., w,) und
d =d(wy,...,w,). Sind d und d' koprim, d.h., gibt es v und 2’ in A, sodass
l=xd+2'd, dann dst {waw} | i € {1,...,n},j € {1,...,m}} eine Ganzheits-
basis des Kompositum LL' iiber K beziiglich A und die Diskriminante dieser
Erweiterung ist d™d'".

Beweis: Aus der Algebra ist bekannt, dass LL’ in der Situation eine Galoi-

serweiterung von K ist, dass fur den Grad [LL' : K] = nm gilt, und dass
{fwwj | i e {1,...,n},j € {1,...,m}} eine K-Basis von LL' ist. Uber die
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Galoisgruppen Gal(L|K) = {oy,...,0,} und Gal(L/|K) = {o1,...,0,,} wis-
sen wir, dass sich jedes o; eindeutig zu einem &; beziehungsweise jedes o
eindeutig zu einem &} in Gal(LL'|L') respektive Gal(LL'|L) fortsetzen lésst,
und dass Gal(LL'|K) = {6;046% | i € {1,...,n},j € {1,...,m}} ist. Seien
B’ = Inty(A) und « ein Element von B’. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Elemente «; ; in K, sodass

m

/ /

a =D agww; =3 B
i.j j=1

mit 35 = 35; a; jw;. Fiir jedes 1 < i < m wissen wir, dass 6;(a) = 372, ;6 (w}),
da 6% zar Galoisgruppe Gal(LL'|L) gehort. Das bedeutet, dass b = (B4, ..., Bm) €

L™ Losung des Gleichungssystems a = Tbh mit a = (67(a),...,d,,(a))" aus
B und T = (oj(w})) aus B"*™ ist. Fiir die Matrix T haben wir det 7% =
d(wh,...,wl ) =d, sodass

d'b=detT? b= det(T)T*Tb = (det T)T*a

zu B’ gehort. Deshalb ist jedes der d'3; ein Element von B’ und da f; in L lebt,
liegt d'B; sogar in B. Aber d'3; = Y1, d'oy; jw;, sodass die d'a; j in A liegen
miissen, da {wi, ..., w,} eine Ganzheitsbasis ist. Analog erhélt man, dass alle
doy ; in A liegen. Wegen der Teilerfremdheit von d und d' kénnen wir schreiben
a;; = (2'd + xd)oy j, und die rechte Seite gehort nach dem oben Gezeigten zu

A. Darum ist {w;w; |t € {1,...,n},j € {1,...,m}} eine Ganzheitsbasis von
LL' iber K.
Nun zur Bestimmung von d({w;,w}}). Seien M = (6x6;(wiw}))((k,0),(i.5))»

Q = (6x(w;)) und Q" = (6y(w})). Dann ist

Q 184 (wh) - 165, (wy)

Q) \16i(wy,) -~ 16,,(w,)

Wir halten fest, dass (det@)? = d und (detQ’')?)d’. Damit erhalten wir
(det C)? = (det Q)*™ und (det D)? = (det Q")?", was die Behauptung liefert.[]

3 Ideale

Seien K stets ein Zahlkorper vom Grad n = [K : Q] und Ok der zugehorige
Ganzheitsring. Ferner seien N = Ng|q: K — Q und Tr = Trgq: K — Q die
zugehorige Norm beziehungsweise Spur.
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Aus Proposition I1.2.8 wissen wir, dass Elemente des Ganzheitsring Oy
auch ganze Norm beziehungsweise Spur haben, und dass ein Element des
Ganzheitsring genau dann eine Einheit ist, wenn die Norm eine Einheit im
Ring 7 ist.

Bemerkung I1.3.1: Jedes von Null verschiedene Element v von O lasst sich
als Produkt einer Einheit und irreduziblen Elementen von Oy schreiben.

Beweis: Sei « ein Element von Ox — {0}. Ohne Einschrankung dirfen wir
annehmen, dass o weder irreduzibel noch eine Einheit ist, denn dann sind
wir bereits fertig. Es gibt also 8 und v aus O — OF, sodass a = (. We-
gen |N(a)| = |N(B)||N(7)| und da alle Normen ganzen Zahlen sind, liefert
Proposition I1.2.8 die Ungleichungskette

L<|NB)], [N < IN(a)]-
Nun folgt die Behauptung per Induktion. O

Bemerkung I1.3.2 (Uneindeutigkeit): Sei K der Zahlkorper Q(1/—5). Aus Bei-
spiel I1.2.16 kennen wir seinen Ganzheitsring, der ist nimlich Ok = Z[/=5]. In
Op haben wir die Gleichheit 6 = 2-3 = (14+/=5)(1—+/=5). Unter Verwendung
von Normargumenten, es ist ja in diesem Fall N(a+bv/D) = a>— Db = a?+5b?,
sieht man ein, dass 2, 3, 1 ++/—5 und 1 — /=5 irreduzibel sind. Aus der obigen
Gleichung zu den Zerlegungen von 6 folgt allerdings auch, dass keines dieser
irreduziblen Elemente prim ist. Deshalb sind die Hauptideale (2), (3), ... keine
Primideale.

Erinnerung I1.3.3 (Grundbegriffe zu Idealen): Sei R (wie immer) ein kommu-
tativer Ring mit Eins und es sei [ ein Ideal von R.

(i) Falls I ein echtes Ideal von R ist, und falls fiir alle a,b in R mit ab in I
gilt, dass a oder b zu I gehort, dann heifit I ein Primideal. Genau dann ist [
ein Primideal, wenn R/I ein Integritatsring ist.

(ii) Falls I ein echtes Ideal von R ist und falls fiir jedes Ideal J von R
mit [ C J C R gilt, dass [ = J oder J = R, dann heiflt [ ein maximales
Ideal. Genau dann ist [ maximal, wenn R/I ein Korper ist. Insbesondere sind
maximale Ideale Primideale.

(iii) Falls jede aufsteigende Kette I; C I C ... von Idealen in R stationér
wird, dann heifit R ein noetherscher Ring. Genau dann ist der Ring R noethersch,
wenn jedes Ideal von R endlich erzeugt ist.
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Proposition I1.3.4 (Struktur der Ideale im Ganzheitsring):

(i) Der Ganzheitsring Ok ist noethersch.

(ii) Ist I # (0) ein Ideal von R, dann ist I als Z-Modul isomorph zu Z.".

Beweis: Sei [ ein von (0) verschiedenes Ideal von Ok. Nach Korollar 11.2.12
ist Ok isomorph zu Z.".

Zu Aussage (ii): Als Ideal in Ok ist I insbesondere ein Ox-Modul und so
erst recht ein Z-Untermodul von Og. Fiir ein Element = von [ liegt xOf ganz
in I, was seinerseits in O enthalten ist, und der Ganzheitsring ist isomorph
zu 7. Da auch xOg isomorph zu Z" ist, ist [ freier Z-Modul vom Rang n.

Insbesondere folgt (i), da jedes Ideal nach dem oben Gezeigten endlich erzeugt
ist. 0

Beispiel 11.3.5 (Gitter in den Gauf3schen Zahlen): Fiir den Zahlkorper Q(i)
ist der Ring der Gaufi’schen Zahlen der zugehorige Ganzheitsring. Sei I das
Ideal (2 4 1). Dann haben wir

I={(a+b)2+1)|abe 7}

:{2a—b+(a+2b)iya,beZ}:Z(2+i)@Z(—1+2i)g<©,(‘21>>Z,

wobei der Modul am Ende fiir das von den angegebenen Vektoren erzeugte
Gitter in R? stehen soll. Die Elemente von I bilden also ebenfalls ein Gitter in

Z[i).

Proposition I1.3.6: Sei p ein nichttriviales Primideal in Og. Dann ist p mazi-
mal.

Beweis: Da p per Voraussetzung nicht das Nullideal ist, liefert Proposition
I1.3.4, dass Z" = p C Ok C Z". Nach dem Elementarteilersatz ist O /p ein
endlicher Integritatsring. Aber da endliche Integritatsringe Korper sind, ist p
ein maximales Ideal. 0

Definition I1.3.7 (Dedekindring): Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ist
R dartiber hinaus ein noetherscher Integritatsbereich, der ganzabgeschlossen
ist und in dem von Null verschiedene Primideale maximal sind, dann heifit R

ein Dedekindring.

Insbesondere sind Ganzheitsringe algebraischer Zahlkérper Dedekindringe.
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Satz 3 (Eindeutige Primfaktorzerlegung fiir Ideale): Seien R ein Dedekind-
ring und I ein von Null verschiedenes Ideal. Dann hat I eine bis auf Reihenfolge
der Faktoren eindeutige Zerlequng I = py ---p, in Primideale pq, ..., p,.. Wir
lassen r = 0 zu und decken so I = R ab.

Moralisch gesprochen gelingt uns die eindeutige Primfaktorzerlegung durch
Hinzunahme ,ideeller Zahlen“. Es sei allerdings vor folgender Fehleinschéitzung
gewarnt: Weder sind faktorielle Ringe Dedekindringe (beispielsweise Polynom-
ringe in mehreren Verénderlichen), noch sind Dedekindringe faktorielle Ringe

(beispielsweise Z[v/—5]).

Erinnerung II.3.8 (Grundrechenarten fiir Ideale): Seien R ein kommutativer
unitarer Ring und /7, J Ideale in R.
(i) Die Menge I +J ={a+b|a € I,b € J} heifit Summe von I und J.

(ii) Die Menge IJ = {>_", a;b; | n € No,a; € 1,b; € J} heiBlt Produkt von I
und J.

(iii) Falls I 4+ J = R ist, dann heifien die Ideale koprim. Das ist genau dann
der fall, wenn es a in I und b in J gibt, sodass a + b = 1.

Wir halten fest, dass I und J in [+ J enthalten sind, wohingegen IJ sowohl in [
als auch in J enthalten ist. Summen und Produkte von Idealen sind kommutativ
und assoziativ; (0) ist neutrales Element fir ,4+“, und R ist neutrales Element
fiir ,,-“. Die Menge der Ideale von R wird mit ,,4+“ beziehungsweise ,,-“ jeweils
zu einem kommutativen Monoid.

Erinnerung I1.3.9 (Koprime Ideale): Seien R ein kommutativer unitirer Ring
und Iy, ..., I, koprime Ideale in R. Dann gilt:

(i) Schnitt und Produkt der Ideale stimmen tiberein, d. h. H;‘?:l I; = ﬂ;?:l ;.
(ii) Auch [; und H?:g I; sind koprim.

(iii) Sind I und J koprime Ideale von R, dann gibt es ein x in R, sodass x = 1

(mod ) und z =0 (mod J).
(iv) Fir I=6L N---N I gilt dann R/I =2 R/ & --- ® R/I}.

Lemma I1.3.10 (Erste Etappe fiir [Satz 3)): Seien R ein noetherscher Ring und

I ein von Null verschiedenes Ideal von R. Dann gibt es nicht-triviale Primideale
P1,...,Ppx von R, sodass py---p, C 1.
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Beweis: Wir verwenden das Lemma von Zorn. Sei
M ={I<R|I# (0) und es gibt keine Primideale wie beschrieben.}.

Angenommen, M ware nicht leer. Wir betrachten M mit ,,C* als Ordnungsre-
lation.

Da R ein noetherscher Ring ist, wird jede aufsteigende Kette stationdr und
hat deshalb eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn enthélt M ein
maximales Element [,. Insbesondere kann Iy also kein Primideal sein. Deshalb
gibt es a und b aus R, sodass zwar ab zu I gehort, aber weder a noch b. Wir
erhalten so echt grofiere Ideale IT = Iy + (a) und I, = Iy + (b), die beide
nicht zu M gehoren konnen; I, war ja maximal. Entsprechend gibt es nicht-
triviale Primideale p;,...,p, und qq,...,qs in R, sodass p;---p, C [; und
q1,--.,qs C . Nach der vorangegangenen Erinnerung haben wir

Iy 2 Iy = (Io+(a)(Lo+ (b)) 2 p1---prd1-- -4y

im Widerspruch zur Behauptung. Die Annahme war also falsch und M muss
leer sein. 0

Proposition I1.3.11: Seien R ein Dedekindring, p ein von Null verschiedenes
Primideal, und

p!={rc K =Quot(R) | zp C R}.
Dann gilt:

(i) Der Ring R ist eine echte Teilmenge von p~*.
(ii) Fiir jedes von Null verschiedene Ideal I von R ist I # Ip~1.
(iii) p~'p = R, d. h. p ist invertierbar.

Spéater definieren wir gebrochene Ideale und sehen dann, dass p~! ein gebro-
chenes Ideal ist.

Beweis: (i) Aus der Definition von p~! folgt, dass R in p~! enthalten ist.
Bleibt zu zeigen, dass R # p~! ist. Wir wihlen dazu a € p — {0}. Zu diesem a
wollen wir ein b in R konstruieren, sodass zwar b/a in p~! liegt, aber nicht zu
R gehort.

Nach Lemma I1.3.10 gibt es von Null verschiedene Primideale pq, ..., p; in
R, sodass p1 -+ - pr C (a) € p. Wir wihlen & minimal.

Als Erstes zeigen wir, dass es 1 < j < k gibt, sodass p; = p. Angenommen,
keines der p; wére gleich p, d. h. p; Z p fir 1 <1 < k, weil von Null verschiedene
Primideale in Dedekindringen maximal sind. Fiir jedes 1 < ¢ < k gibt es also ein
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b; in p;, sodass b; nicht zu p gehort. Dann ware b = by -+ - by € p1---pr C p, was
bedeuten miisste, dass eines der b; zu p gehort. Das steht aber im Widerspruch
zur Annahme. Wir diirfen deshalb ohne Einschrankung annehmen, dass p; = p
gilt.

Als Zweites konstruieren wir das gewtinschte b. Weil k£ minimal gewéahlt war,
ist po---pr € (a), sodass es ein b in ps - --pi gibt, das nicht zu (a) gehort.
Damit ist b/a kein Element von R, aber bp C py - --pip1 C (a), weshalb b/ap
in R enthalten ist, und so ist b/a ein Element von p~*.

(ii) Sei I ein nicht-triviales Ideal von R. Angenommen, Ip~! wire gleich 1.
Wir withlen z in p~! — R (was nach (i) nichtleer ist), und ein Erzeugendensystem
{ai,...,a,} von I. Fiir jedes 1 < i < k ist xa; von der Form Z§:1 o ;a; mit
geeigneten o ; aus R. Die Matrix A = («; ;) gehort zu R¥* und B = 2] — A
gehort zu K**%. Per Konstruktion ist B(ay, ..., a,)" = 0, sodass det B = 0 sein
muss.

Da das charakteristische Polynom von A, f = x4 = det(X [ — A), in R[X]
liegt, normiert ist, und x zur Nullstelle hat, muss x ganz iiber R sein. Weil R
ein Dedekindring ist, ist R ganzabgeschlossen, und so muss x zu R gehoren.
Das widerspricht der Wahl von z, sodass ,] = Ip~!* in der beschriebenen
Situation nicht eintreten kann.

(iii) Die Inklusion ,,C* gilt per Definition von p~!. Zur Inklusion ,, D*: Natiir-
lich ist p C pp~! C R. Weil R ein Dedekindring ist, ist p maximal. AuBerdem
sieht man anhand der Definition, dass pp~" ein Ideal von R ist. Aus (ii) erhalten
wir direkt, dass p # pp~!, sodass pp~! = R sein muss. O

Beweis (von [Satz 3): Zur Existenz der Zerlegung: Sei
M={I<R|(0)# I C R, ist kein Produkt von Primidealen}.

Wir nehmen an, dass M nicht die leere Menge ist. Wie in Lemma I1.3.10
erhalten wir dann ein maximales Element Iy in M. Wir wihlen ein maximales
Ideal p, das Iy enthalt. Da Iy zu M gehort, muss Iy # p gelten. Aus Proposition
I1.3.11 folgt, dass Iy echt in Iop~! enthalten ist, und dass Iop~' C pp~!t = R
gilt.

Weil Iy von p verschieden ist, folgt, dass Ipp~! nicht R sein kann. Denn
sonst wire Iy = IoR = Ioppp~! = Rp = p. Insgesamt haben wir also, dass
Iop~! ein echtes Ideal von R ist, das I, echt enthélt. Weil I, per Voraussetzung
maximal in M ist, liegt Iop~! nicht in M, weshalb es Primideale p1, ..., p; von
R gibt, sodass Ipp~' = p;---p. Aber dann ist Iy = Iypp~! = py---pip im
Widerspruch zu den Eigenschaften der Elemente von M. Die Menge M muss
also leer sein und die Behauptung folgt.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung verwenden wir, dass p ein Primideal ist
genau dann, wenn fiir alle Ideale I und J mit /J C p gilt, dass I C p oder
J Cp.

Sei also I ein von Null verschiedenes Ideal von R mit Zerlegungen I =
P1--Pr = qi- - - q¢ fir Primideale p;, q; von R. Insbesondere ist q; - - - q, enthal-
ten in p;. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass ¢; in p; enthalten
ist, und dann folgt p; = q1, da R ein Dedekindring ist. Wir haben deshalb

Po-Pr = 131_1131]32 P = qflChCIQ SRR V2

Per Induktion folgt nun die Behauptung. 0

Wir haben uns bereits tiberlegt, dass die Menge der Ideale eines Integritats-
bereichs mit ,,-“ einen kommutativen Monoid mit neutralem Element R bilden.
Durch Hinzunahme von gebrochenen Idealen mochten wir fiir passende Ringe
aus diesem Monoid eine Gruppe machen. Die Figenschaft, noethersch zu sein,
wird dafiir entscheidend benétigt werden.

Definition I1.3.12 (Gebrochene Ideale): Seien R ein noetherscher Integritits-
bereich und K = Quot(R) der zugehorige Quotientenkérper. Ein von Null

verschiedener endlich erzeugter R-Untermodul J von K heifit gebrochenes Ideal
2u R.

Beispiel 11.3.13 (Erste gebrochene Ideale): (i) Gewohnliche von Null ver-
schiedene Ideale von R sind bereits gebrochene Ideale zu R.

(ii) Sei R der Ring der ganzen Zahlen. Dann ist Z% C Q ein gebrochenes
Ideal zu Z. Achtung, Z% ist nicht dasselbe Ideal wie Z%. Als anderes Beispiel
betrachten wir Z% + Z%. Dafiir haben wir

2 4 10 12 2
lim+72—-=2—+72Z— =7Z—
3 * 5 15 * 15 15’7

weil ggT(10,12) = 2 ist.

Proposition 11.3.14 (Aquivalente Beschreibung gebrochener Ideale): Seien R
ein noetherscher Integrititsring und K = Quot(R) der zugehorige Quotienten-
korper. Fin R-Untermodul J von K ist genau dann ein gebrochenes Ideal zu R,
wenn es ein d in R — {0} gibt, sodass dJ in R enthalten ist.

Beweis: ,—“: Da J endlich erzeugt ist, gibt es endlich viele Elemente x4, ..., .

in K, sodass J = Rxy + - -+ + Rxy. Wir schreiben z; = a;/b; mit geeigneten a;
und b; aus R, b; # 0. Dann leistet d = [}, b; das Gewiinschte.
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3 Ideale

,<=": Sei d ein von Null verschiedenes Element von R, sodass dJ in R ent-
halten ist. Da J ein R-Modul ist, ist dJ ein Ideal in R. Weil R ein noetherscher
Ring ist, gibt es ay,...,a; in R mit dJ = Ra; + - - - + Ray. Das bedeutet, dass
J = R% +---+ R% endlich erzeugt, und damit ein gebrochenes Ideal ist. [

Definition I1.3.15 (Monoid der gebrochenen Ideale): Seien R ein noetherscher
Integritatsbereich und K = Quot(R) der zugehorige Quotientenkorper. Fiir
zwei gebrochene Ideale Ji, Js zu R heifit

k
Jidy = {ZaibithIN,(ll,..‘,CLk € Ji,by,.... b, € JQ}

i=1

das Produkt von J, und Jy. Auch J;Js ist ein gebrochenes Ideal. Ist J ein
gebrochenes Ideal zu R, dann ist JR = J.

Es bezeichne I(R) = {J C K gebrochenes Ideal zu R}. Dann ist I(R) mit
der Multiplikation gebrochener Ideale ein kommutatives Monoid, d.h. das
Produkt gebrochener Ideale ist kommutativ, assoziativ, und es gibt ein neutrales
Element.

Definition I1.3.16 (Invertierbarkeit gebrochener Ideale): Seien R ein noether-
scher Integritatsbereich und K = Quot(R) der Quotientenkorper. Ist J; ein
gebrochenes Ideal zu R und gibt es ein gebrochenes Ideal J; zu R, sodass
JiJs = R, dann heif3t J; invertierbar.

Fiir ein gebrochenes Ideal J schreiben wir J=' = {z € K | zJ C R}. Dieses
ist wieder ein gebrochenes Ideal und JJ ! ist in R enthalten.

Sind J; und J, gebrochene Ideale, sodass J;Jo = R, dann ist J, = Jl_l.

Ist J ein gebrochenes Ideal zu R, dann gibt es Ideale /; und I von R, sodass

Beweis: Zum zweiten Teil der Definition: Es ist zum Ersten klar, dass J ! ein
R-Modul ist. Zum Zweiten gilt fiir @ aus J — {0}, dass aJ~! in R enthalten ist.
Aber das heifit genau, dass J~! ein gebrochenes Ideal ist.

Zum dritten Teil der Definition: ,,C“: Sei z ein Element von J,. Dann ist x.J;
enthalten in J>J; = J1Js = R, sodass x zu Jl_1 gehort.

,2“ Ist z ein Element von J; ', dann liegt z.J; in R, d.h. zJ;.J, ist in
RJ; = J5 enthalten. Insbesondere ist x = x1 in J5 enthalten und wir sind fertig.

Zum vierten Teil der Definition: Setzen wir Iy = {z € R | J C R} und
I, = I,J, dann ist I ein gebrochenes Ideal, das in R enthalten ist, also ein
echtes Ideal von R. O
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Beispiel I1.3.17: (i) Seien & ein Korper und k[X, Y| der Polynomring iiber
k in zwei Verdnderlichen. Wir betrachten das Ideal J = (X,Y’). Dann ist

J = {f € k(X,Y): uy C k[X, Y]} = k[X,Y].

9 Y
(ii) Aus Proposition I1.3.11 wissen wir tiber Primideale p eines Dedekindrings,
dass p~'p = R gilt.

Satz 4 (Gruppe der gebrochenen Ideale): Sei R ein Dedekindring. Dann wird
die Menge der gebrochenen Ideale I(R) von R zusammen mit der Multiplikation
gebrochener Ideale zu einer freien abelschen Gruppe, die von den nicht-trivialen
Primideale in R frei erzeugt wird. Insbesondere gilt: Jedes gebrochene Ideal J
in I(R) ldsst sich eindeutig schreiben als

J= I

(0)#£p<R prim

fiir geeignete Exponenten v, aus Z, wobei v, fir fast alle p Null ist. Hierbei
steht p* fiir TI¥_, p fiir natirliche k, p° = R und p=* = (p~")* fiir negative
ganze Zahlen k.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass jedes gebrochene Ideal J invertierbar ist.

Ist J ein Primideal p # 0, dann folgt die Behauptung aus Proposition 11.3.11.
Ist J ein Ideal in R, dann liefert eine Zerlegung J = p;---p, in

nicht-triviale Primideale von R. Das Ideal p-'---p;* gilt das Gewiinschte.

Sei nun J irgendein gebrochenes Ideal zu R. Dann gibt es ein Element d
von R, sodass I; = dJ ein Ideal von R ist. Das bedeutet, dass wir die folgende
Gleichungskette haben: J(dI;') = (31,)(dI; ") = 2d[1 17" = R. Das Ideal dI;!
ist ein gebrochenes Ideal und also invers.

Bleibt zu zeigen, dass I(R) frei von den nicht-trivialen Primidealen von R
erzeugt wird. Nach Definition 11.3.15 gibt es Ideale I; und I; von R, sodass
J =15 'n=1 /I>. Aus erhalten wir die gewiinschte Beschreibung als
Produkt in der Aussage des Satzes. Die Eindeutigkeitsaussage in liefert
uns auch in dieser Situation die Eindeutigkeit. O

Bemerkung 11.3.18: Seien R ein Dedekindring, K = Quot(R) der Quotienten-
korper und H = {(a) = Ra | a € K*} die Menge der gebrochenen Hauptideale.
Dann ist A ein Normalteiler in /(R) und wir erhalten folgende exakte Sequenz
von Gruppen:

1 —— R < k< 2 (R & I(R)/H —— 1
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4 Gitter

mit den Abbildungen f;: R* — K*, z — z, f3: K* — I(R), x — Rz und
fs: I(R) = I(R)/H, x — [z].

Beweis: Seien a und b von Null verschiedene Elemente von K und J ein
gebrochenes Ideal zu R. Dann gilt (Ra)(Rb) = (Rab) und (Ra)™' = Ra™!, und
J(Ra)J'=JRJ 'a= JJ 'a= Ra.

Die angegebene Sequenz ist exakt, weil R = Ra genau dann gilt, wenn a eine
Einheit in R ist. 0

Definition I1.3.19 (Idealklassengruppe): Sei K ein algebraischer Zahlkorper
mit Ganzheitsring O . Mit den Bezeichnungen von oben heifit Clx = I(Ok)/H
die Idealklassengruppe zu K.

Beispiel 11.3.20: (i) Ist K = Q, dann ist Clg = {0}.

(ii) Allgemeiner gilt: Genau dann ist Clx = {0}, wenn der Ganzheitsring
Ok ein Hauptidealring ist.

Insbesondere messen Clx und Ok den ,Fehler, den wir machen, wenn wir
von Zahlen zu ,ideellen Zahlen®“ iibergehen. Clx misst ,,Expansion®, und Ok
die ,Kontraktion®

Bemerkung I1.3.21: Sei R ein Dedekindring. Genau dann ist R faktoriell, wenn
R ein Hauptidealring ist.

Beweis: <" ist klar — wir wissen schon lange, dass Hauptidealringe faktoriell
sind.

,=—": Wegen genligt es zu zeigen, dass jedes Primideal ein Hauptideal
ist. Sei also p ein nicht-triviales Primideal von R und a ein von Null verschiedenes
Element von p. Dann gibt es eine Zerlegung von a in von Null verschiedene
Primelemente a = x; - - - x,., da R per Voraussetzung faktoriell ist. Wir haben
also (a) = (z1) - (z,) C p und es gibt 1 < i < r, sodass (z;) C p. Da beide
Ideale nicht-triviale Primideale und damit maximal sind, muss p = (z;) gelten.]

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Klassengruppe eines algebraischen
Zahlkorpers endlich ist. Dazu betrachten wir Minkowski’sche Gittertheorie.

4 Gitter

Wir haben bereits gesehen, dass Zli], der Ganzheitsring des algebraischen
Zahlkorpers Qli], als Gitter im R? aufgefasst werden kann. Diesen Ansatz
mochten wir auf allgemeine Ganzheitsringe ausweiten.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Definition I1.4.1: Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum der Di-
mension n.

(i) Sei I' eine Untergruppe von (V,+). Gibt es eine R-linear unabhéngige
Menge {v1, ..., v, } von V, sodass I' = Ling(vy, ..., v,) = @, Zv;, dann
heiit I' ein Gitter in V. In diesem Fall heifit (vy,...,v,) eine Gitterbasis
von I' und die Menge

F = {ixlvz cx; € [0,1)}

heifit Fundamentalmasche von I beziglich der Gitterbasis (vy, ..., vn).

(i) SeiI' ein Gitter in V. Ist eine Gitterbasis von I' ebenfalls eine Basis von
V', dann heifit I' vollstindig.

Haufig wird von einem ,,Gitter® bereits verlangt, vollstandig zu sein.

Bemerkung 11.4.2: (i) Gitter sind endlich erzeugte Untergruppen von V/
und damit isomorph zu Z™. Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Zwar ist
I' = Ling((1,0), (v/2,0)!) isomorph zu Z2?, aber ((1,0), (+v/2,0)) ist nicht
R-linear unabhangig und damit keine Gitterbasis.

(ii) Sei I' in der Situation von [Definition II.4.1| ein vollstandiges Gitter in V.
Dann gilt V' = U,er ' + 7.

Seien X ein topologischer Raum und M eine Teilmenge von X. Gibt es fiir
jedes m in M eine offene Menge U in X, sodass UNM = {m} gilt, dann heiit M
diskret in X. Das ist dquivalent dazu, dass die Spurtopologie auf M die diskrete
Topologie ist, d. h. die Potenzmenge von M, weil ja alle Einpunktmengen in M
offen sind.

Wir statten den R”™ im Folgenden mit der Standardtopologie aus, die bei-
spielsweise vom euklidischen Skalarprodukt induziert wird.

Bemerkung I1.4.3: Seil' = @}, Zv; ein Gitter im R™ mit Gitterbasis (vq,. .., vp).
Dann ist I" eine diskrete Teilmenge.

Beweis: Sei 7 ein Element des Gitters, d.h. v = ., a;,v; mit geeigneten
ganzzahligen Koeffizienten a4, ..., a,,. Die Menge

U= {ZLL’ﬂ)z | T; € R, |CLZ‘ —l’i| < 1}
=1

ist eine offene Teilmenge des R™ und es gilt U NI = {v}. O
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Proposition I1.4.4: Sei I' eine additive Untergruppe des R™. Genau dann ist I’
ein Gitter, wenn I' diskret ist.

Fiir den Beweis dieser Aussage schieben wir das folgende Hilfslemma ein:

Lemma I1.4.5 (Differenzumgebung): Sei U eine Umgebung von Null in R™.
Dann gibt es eine offene Umgebung U' von Null, die in U enthalten ist, sodass
gilt: Fir Punkte x und y in U’ ist x — y in U enthalten.

Beweis: Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass U von der Form
B(0,r) ist. Die offene Teilmenge U’ = B(0,7/2) leistet dann das Gewiinschte.[d

Beweis (von [Proposition II.4.4): ,—>“ haben wir bereits in Bemerkung 11.4.3
gezeigt.

,<=": Sei I eine diskrete additive Untergruppe des R™. Wir gehen in Schrit-
ten vor.

Als Erstes zeigen wir, dass I" abgeschlossen ist. Angenommen, I wéire nicht
abgeschlossen. Dann gébe es ein z in cl(I') — I'. Sei nun U eine Umgebung der
Null in R™. Nach finden wir eine offene Nullumgebung U’ in U,
sodass fir y; und y in U’ die Differenz y; — y» in U liegen.

Weil z in cl(I") — I liegt, gibt es verschiedene Elemente 7,7, von I' in x + U’.
Es sind deshalb auch v; — x paarweise verschieden und in U’ enthalten. Nach
Voraussetzung liegt ihre Differenz v, — 79, die von Null verschieden und in
[' enthalten ist, in U. Darum ist Null ein Haufungspunkt von I', aber das
widerspricht unserer Annahme an I'.

Sei nun Vy = Ling(I") der von I' erzeugte, m-dimensionale Untervektor-
raum von V. Fir diesen Vektorraum finden wir eine Basis (u1,...,u,,) als
R-Vektorraum, sodass uq, ..., u, zu I' gehoren, und wir definieren ein neues
Gitter I'y = @;~, Zu,; CT'.

Als Zweites zeigen wir, dass [I' : T'g] endlich ist. Es bezeichne R ein Ne-
benklassenvertretersystem von I'y in I'. Dieses Nebenklassenvertretersystem
konnen wir schreiben als R = {v; | ¢ € I} fir eine geeignete Indexmenge
I. Per Konstruktion ist I'y ein vollstdndiges Gitter im Vektorraum V4, d. h.
V' = Uyer, Fo + 7, wobei Fy die Fundamentalmasche von I'y bezeichnet.

Ohne Einschrénkung diirfen wir annehmen, dass ~; in Fj liegt, denn ~; liegt
in I', was natiirlich in Ling(I') = V enthalten ist. Es gibt also ein 7, aus Fj
und v/, sodass v; = v + /. Da wir uns nur fiir die Nebenklasse interessieren,
durfen wir 7; durch ~; ersetzen.

Weil aber F' beschrankt und T' diskret ist, kann {~; | ¢ € I} nicht unendlich
sein und die Behauptung folgt.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Als Drittes zeigen wir, dass es eine R-linear unabhéngige Menge {v1, ..., v}
von R"™ gibt, sodass I' = @, Zv; ist.

Sei q der Index von I'y in I'. Dann ist ¢I'y in I" enthalten, denn fiir jedes @
in I'/Ty ist ord(a) ein Teiler von ¢, sodass fir jedes a in I" gilt, dass ga zu Iy
gehort. Wir haben deshalb

1 1 1
F§F0:Z<u1>@"'@z<um> C Vo
q q q

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es eine

Basis v}, ...,v, von 1/qly und natiirliche Zahlen a, ..., a,, r < m, sodass
['=®]_, Zav,. Da Ling(I") = Vj ist, muss bereits r = m gelten. Insbesondere
ist I' ein Gitter. 0]

Proposition I1.4.6 (Vollstiandige Gitter): SeiI' ein Gitter im R™. Genau dann
ist T wollstandig, wenn es eine beschrinkte Teilmenge M von V gibt, sodass
U’YEF ﬁ}/ + M - Rn 7/8t

Beweis: Wir konnen I' schreiben als I' = @7 | Zv; mit geeigneten vy, ..., v,
sodass (vy, ..., V) linear unanhangig ist.

,2=—=" Ist m = n = dimR", dann leistet die Fundamentalmasche das
Gewtinschte.

<= Sei Vy = Ling(I"). Wir wollen zeigen, dass V' = Vj. Sei dazu v ein
Element von V. Wir betrachten die Vielfachen v,, = nv fiir n aus den natiirlichen
Zahlen. Per Voraussetzung ist jedes v,, = nv von der Form ~,, +w,, fiir geeignete
Y aus I' und w,, aus M. Damit ist v = (1/n)v, = (1/n)v, + (1/n)w,. Da M
beschrénkt ist, geht die Folge ((1/n)wy,)nen gegen Null, d. h. (1/n)~, konvergiert
gegen v. Weil V|, abgeschlossen ist, muss dann auch v zu Vj gehoren. 0

Ab jetzt statten wir unseren n-dimensionalen R-Vektorraum V mit einem
Skalarprodukt (-, -) aus. Auf dem R ist das Lebesgue-Maf} das eindeutige Maf}
auf der Borelschen o-Algebra, sodass fiir eine Orthogonalbasis {vy,...,v,} gilt:
Fir H(vy,...,v,) = H={X",xv; | x; € [0,1]} ist vol(H) = ||v1]| - - - |-

Wir erhalten so auf V' ein eindeutiges Maf} u, sodass fiir jede Orthogonal-
basis (w1, ..., w,) und H(ws,...,w,) = u(H) = ||v1]| - - - ||w,]]. Im Folgenden
schreiben wir vol(A) = p(A) fiir das Volumen einer messbaren Menge A.

Wir halten fest, dass p translationsinvariant ist, d. h. fiir jede messbare Menge
Ain V und jedes z in V gilt vol(z + A) = vol(A).

Sind ferner vy, . . . , v, linear unabhéngig in V', dann gilt fiir H(vy, ..., v,), dass
vol(H) = det A fiir die Basiswechselmatrix A = Dg g(id) von B = {vy,...,v,}
zu einer Orthonormalbasis . Wir erinnern daran, dass fir die Matrix A gilt:

APA = ((vi,v5))i -
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Satz 5 (Minkowskischer Gitterpunktsatz): Seien I' ein vollstindiges Gitter
im euklidischen Vektorraum V' mit Skalarprodukt (-,-) und X eine zentralsym-
metrische konvexe Teilmenge von V. Ist vol(X) > 24mVyol(T), dann enthilt
X ein von Null verschiedenes Element vy von I'. Hierbei ist vol(I') = vol(F)
das Volumen der Fundamentalmasche von I'.

Bemerkung I1.4.7: Sei I' ein Gitter in V. Dann ist vol(I') unabhéngig von
der gewahlten Gitterbasis vq,...,v, von I', denn Basiswechsel in Z" haben
Determinante +1.

Beweis: Statt X betrachten wir die Menge (1/2)X = {(1/2)z € V |z € X }.
Dann haben wir vol((1/2)X) = 27" vol(X).

Angenommen, kein von Null verschiedenes v aus I' ldge in X.

Als Erstes konnen wir dann fiir alle verschiedenen ~y;, v, in I' folgern, dass
(m+(1/2) X)N(12+(1/2)X) = @. Es géibe sonst ja x1, x2 aus X und verschiedene
1,72 aus I') sodass 71 + 21/2 = o + x2/2, d. h. 0 # v — 2 = 1/2(xy — 21)
lage in X, da X zentralsymmetrisch und konvex ist.

Als Zweites sei F' die Fundamentalmasche von I'. Dann erhalten wir

wol(r) = vol(F) > 3 vol (F " (;X + v))
1

= ZVOl <(F—’Y) N (;X)> = vol <;X) = z—nvol(X). O

vyel

5 Minkowski-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie man den Ganzheitsring Ok
eines algebraischen Zahlkorpers als Gitter in einem geeigneten euklidischen
Vektorraum (V (-, -)) auffassen konnen. Einen solchen euklidischen Vektorraum
wollen wir konstruktiv bestimmen. In dieser Situation werden Ideale a des
Ganzheitsrings O zu Teilgittern.

Es wird sich als zielfithrend herausstellen, Elemente a von Idealen zu bestim-
men, deren Norm moglichst klein ist.

Mithilfe dieser Methoden wird es uns spéter gelingen zu zeigen, dass die
Idealklassengruppe eines algebraischen Zahlkorpers endlich ist.

Im Folgenden seien stets K ein algebraischer Zahlkérper vom Grad n iiber
Q, Ok der zugehorige Ganzheitsring und H = Homg (K, C) = {r,..., 7.}
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Definition I1.5.1: Wir schreiben K¢ = [[;4uen € = C;, X -+ x C,,,. Dieser
C-Vektorraum ausgetattet mit dem Standardskalarprodukt, d. h. fiir Elemente
r = (z;)undy = (y,) von K¢ ist (x,y) = >,y -7, In diesen n-dimensionalen
hermiteschen Vektorraum gibt es die Q-lineare Einbettung j: K — K¢, die
durch ¢ — [T,y = (71(c), ..., Ta(c)) definiert ist.

Auf dem Korper der komplexen Zahlen € haben wir den Koérperautomorphis-
mus F': C — C der komplexen Konjugation, d.h. z — Z. Genauer gesagt ist
Gal(C|R) = {id, F'}.

Die Galoisgruppe Gal(C|R) operiert auf H = Homgq (K, C) durch F o1 =7.
Wir schreiben auch F(7) fir For.

Bemerkung I1.5.2 (Komplexe Konjugation): (i) Auf dem Vektorraum K¢
haben wir die Abbildung F': K¢ — K¢, 2 = (2;)r — (Z7),. Diese ist ein
Homomorphismus reeller Vektorrdume und eine Involution, d.h. F'o F' = id.
So wie fiir die komplexen Zahlen wird uns F' dabei helfen, ein passendes reelles
Analogon von K¢ zu finden.

(ii) Das Standardskalarprodukt (-,-): K¢ x K¢ — C ist F-dquivariant, d. h.
fir z und y haben wir (F(z), F(y)) = F({(z,y)). Man beachte die missbrauch-
liche Verwendung von F' fiir die Abbildung von oben sowie die komplexe
Konjugation auf C.

(iii) Die C-lineare Abbildung Tr: K¢ — C, z = (z;) — Y1, 2z, ist F-
aquivariant und

Troj: K SN Ko —25 C
liefert die iibliche Spur Trg|q.
Beweis: Die erste Aussage ist klar.
Zu (ii): Fir 2 und y aus K¢ gilt

(F(@), Fy)) = X Trpm, = 3. w55, = (@,9) = Fl{e,0)).

—1

Zu (iii): Die C-Linearitat der Abbildung ist klar, F' -Aquivarianz zeigt man wie
in (ii). SchlieBlich haben wir

n

el (11(e), .. Tulc)) s zn(@ — Trgiq(c). .
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5 Minkowski-Theorie

Bemerkung I1.5.3: Fur den reellen Vektorraum Ki = {z € K¢ | F(z) = 2},
also die Menge von Vektoren z = (2., ..., 2, ) aus K¢ mit 2z, = Z,, gilt:

(1) (-, )| kpxKg ist ein reelles Skalarprodukt auf Kp.

(ii) Die Einbettung von K in K¢ ist tatsiachlich K.

(iii) Die Spur Tr nimmt auf Ky nur reelle Werte an.

Ein Wort zur Warnung: Wir halten fest, dass es sich bei Kr um keinen
C-Unterraum von K¢ handelt.

Beweis: (i) Sind z und y in K, dann ist F'((z,y)) = (F(x), F(y)) = (z,y),
d.h. (z,y) ist eine reelle Zahl.

(ii) Fir caus K ist F(j(c)) = F(ri(c),...,m(c)) = (T1(c), ..., Ta(c)) = j(c),
sodass j(c) zu Ky gehort. O

Im Folgenden unterscheiden wir in der Notation nicht mehr zwischen (-, -)
und <', '>|K]R, X KR.

Definition I1.5.4: Wir nennen (KRg, (-, -)) Minkowski-Raum, das Skalarprodukt
(,-) auf KR bezeichnen wir als die kanonische Metrik, und das von (-,-)
definierte Mafl nennen wir das kanonische Mafs.

Der Minkowski-Raum ist ausgestattet mit der Einbettung j: K — K und
der Spurabbildung Tr: Kr — K, wobei Troj = Trg|q.

Wir verwenden den Standardisomorphismus € — R?, z — (Re(z), Im(2)).

Proposition I1.5.5 (Explizite Beschreibung des Minkowski-Raum): Es seien
p1, - .-, pr diejenigen Einbettungen aus H, deren Wertebereich in den reellen
Zahlen liegt (auch reelle Einbettungen genannt) und 01,1, . ..,0,,05 die kom-
plexen Finbettungen, d. h. n = r + 2s. Dann erhalten wir den Isomorphismus
f: Kr = [I,en R, wobei (z;) geschickt wird auf (x,) mit

Ty = Zp;, fallsi e {1,...,r},
A
To; = Re(zy,), 75, = Im(2,,), falls j € {1,..., s}

J

Der Isomorphismus f tbertragt das Skalarprodukt (-,-) auf das Skalarprodukt
(+,+), das durch (z,y) = > ey arx,y, definiert ist, wobei

o — {1, falls T € {p1,...,pr},

2, fallst € {01,01,...,04,04}.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Fiir den Beweis werden folgende elementare Identitdten nitzlich. Fir eine
komplexe Zahl w gilt w +w = 2Re(w) und fir komplexe Zahlen a und b gilt
die Identitat Re(ab) = Re(a) Re(b) — Im(a) Im(b).

Beweis: Sei (z;) in K¢. Genau dann gehort (z,) zu Ky, wenn z,,, ..., 2, reell
sind und 2z, = %,,. Das heifit f ist ein Isomorphismus.

Wir schreiben z = (z;) = (x, 4+ iy,) mit geeigneten reellen Zahlen z., y,,
und analog 2’ = (2.) = (2, +iy.). Dann ist

(f(2), () = (2, 2)
R ED SR D DAL D DE IR
i=1 j=1 j=1

TEH

Unter Verwendung von z5, = %, sowie z; = z/ konnen wir aus der obigen
Gleichung herauslesen, dass

(f(2), f(') = D_wpa,, +2) Re(zo,2]))
i=1 j=1

T S
o / / /
= E Tp, T, + 2 E Loy T, + Yo; Yo,
i=1 j=1

= éf(z)ﬂif<z/)m +2 Xizl f(Z)gj f(ZI)Jj -+ f(Z)Ejf(Z,)Ej,

was wir zeigen wollten. O]

Bemerkung I1.5.6 (Kanonisches Mafl und Lebesgue-Maf3): Sei X eine beztig-
lich des kanonischen Mafles messbare Teilmenge des Kg. Fiir die Volumina
beziiglich der beiden Mafle gilt dann volg,,(X) = 2°volre, f(X), da in der
Definition der induzierten Norm die Wurzel auftaucht.

Proposition I1.5.7 (Ideale als Gitter): Sei a ein von Null verschiedenes Ideal
des Ganzheitsrings Ok . Dann ist I' = j(a) ein vollstindiges Gitter in Kr und
vol(T') = [Ok : a]|dx|'/?, wobei dy die Diskriminante der Korpererweiterung
Q C K ist.

Bemerkung I1.5.8 (Diskriminante von Idealen): Sei a ein von Null verschiede-
nes Ideal in O . Nach ist a isomorph zu Z" fir n = [K : Q]; es gibt also
Elemente aq, ..., «a, von Ok, sodass a = Za; ® - - - B Za,. Fiir diese Basis ist
d(a) = d(ay, . .., a,) = det(r;(a;);;)? die Diskriminante von a. Genau wie fiir
den Ganzheitsring zeigt man, dass die Diskriminante eines Ideals nicht von der
gewahlten Basis aq, ..., a, abhéngt, da Basiswechsel iiber Z Determinante +1
haben. Sind a;, a; Ideale in Ok mit a; C ay, dann gilt d(ay) = [ay : a1]*d(az).
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5 Minkowski-Theorie

Wir zeigen die zweite Aussage der obigen Bemerkung. Nach ist
n = Rang(Ok) = Rang(a;) = Rang(az). Nach dem Hauptsatz fiir endlich
erzeugte Z-Moduln gibt es eine Basis aq, ..., a, von a; und Elementarteiler
ki,...,k, aus den natiirlichen Zahlen, sodass kiaq, ..., k,q, eine Basis von
a; ist. Fir den Index von a; in ay erhalten wir deshalb [ay : ai] = ki - k,.
Auflerdem haben wir

d(ar) = d(kiou, . .., kyow,)
= det(ri(kja;)i )" = k7 -+ k7 det(ri(ay)iy) = K -+ - kid(as)
Insbesondere folgt aus dem oben gezeigten, dass jedes Ideal in Ok endlichen

Index hat. Fiir ay = Ok und a; irgendein Ideal haben wir ja die Gleichung
d(a;) = [Ok : a1]%dg, und die Diskriminanten sind irgendwelche ganzen Zahlen.

Beweis (von [Proposition I1.5.7): Wir wihlen die Z-Basis ay,...,q, von a,
d.-h.a =@}, Za,.

Die Menge I' = j(a) = @I, Zj(«) ist offensichtlich ein Gitter in Kg. Fiir
sein Volumen gilt vol(I') = [det((j(cv), j(ax))); ,|*/* und mithilfe der Matrix

7'1(0(1) Tl(Odn)
A= . .

T(on) o (o)

kénnen wir schreiben ((j(a),j(ow)))ix = (Cpy 7e(i)Te())ix = AA". Aber
das bedeutet vol(T') = |det(A) det (Zt)|1/2 = |det(A)|. Wegen

d(a) = d(v,. .., a,) = det(A)* und d(a) = [Ok : a]?dg
folgt daraus die Behauptung. 0

Proposition I1.5.9 (Kleine Idealelemente): Sei a ein von Null verschiedenes
Ideal des Ganzheitsrings Ok und fir jedes T aus Hom(K, C) sei eine positive
reelle Zahl c, gegeben, sodass cx = c,. Ist [],cqy ¢r > (2/7)%|dc|Y?, dann gibt es
ein von Null verschiedenes Element a von a, sodass fir jedes T in Hom(K, C)
gilt: |7(a)| < ¢

Beweis: Wir wollen natiirlich den Minkowskischen Gitterpunktsatz verwenden.
Transportieren wir a per 7 nach Kr wie zuvor und nennen das Bild I', dann
haben wir vol(I') = |dx|"?[Ok : a]. Im Minkowskiraum K wihlen wir die
Menge X = {(2,) € KR | |2-| < ¢;} und verwenden den Isomorphismus

Tp; = Zp;s
f: Krp — H R, (2:) — (x;) mit 2z, = {x, =Rez,,

H
T Tz, = Im z,,.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Dann ist

f(X)= {(xT) € I_LRT | < cpyl <i<ryal —|—x%< 03]_,1 <j< s}
TE
und volean (X) = 2°volre, (f(X)) = 2°II}_; 26, [Tj=y mcs, = 277 [Lrepy Cr
Nach Voraussetzung ist dieses Volumen gréBer als 27 |dg|'/?[O : a] = 2" vol(T")
und die Behauptung folgt aus dem Gitterpunktsatz. OJ

6 Die Klassenzahl

Wie immer seien K ein algberaischer Zahlkorper vom Grad n iiber Q mit Ganz-
heitsring Ok. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass die Klassengruppe
C/lyx endlich ist.

Die grobe Beweisidee wird sein, zu zeigen, dass jedes gebrochene Ideal J ein
Element z enthalt, dessen Norm Ngq(z) ,klein® ist. Denn dann ist (z)J~!
ganz und ebenfalls  klein®. Im zweiten Schritt werden wir dann zeigen, dass es
nur endlich viele ,kleine“ ganze Ideale gibt.

Definition I1.6.1 (,,Grof3e eines Ideals): Sei a ein von Null verschiedenes Ide-
al in Okg. Wir nennen N(a) = [Ok : a] = |Ok/a| die Norm von a.

Proposition I1.6.2 (Normeigenschaften): Fiir die Norm von Idealen gilt:
(i) N(Ok) =1.
(il) Fir Ideale a,b in Ok ist N(ab) = N(a)N(b).
(ili) Ist o in Ok, dann ist N((a)) = Nkjq(a).

Insbesondere ldisst sich die Norm fortsetzen zu einem Gruppenhomomorphismus
N: I(Og) = Q%y, der TTIF_, p auf TIF_, N(p:)™) schickt.

Mit dem Beweis von Proposition I1.2.6 machen wir spater weiter.

Lemma II.6.3 (Teilbarkeit von Idealen in Dedekindringen): Seien a und b Idea-
le in einem Dedekindring R. Genau dann ist a in b enthalten, wenn b ein Teiler
von a ist, d. h. wenn es ein Ideal b’ in R gibt, sodass a = bb’.

Beweis: <" ist klar.

,2—"“ Falls b = (0) ist, dann ist die Aussage klar. Sonst definieren wir
b’ = b~ la. Dieses liegt in R, da a in b enthalten ist, und b='b = R gilt. O
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6 Die Klassenzahl

Beweis (von [Proposition I1.6.2): (i) Die erste Aussage folgt direkt aus der
Definition der Norm.

(ii) Zunédchst nehmen wir, dass die Ideale a und b koprim sind. Nach dem
Chinesischen Restsatz gilt dann O /ab = Ok /a x Ok /b, weshalb

N(ab) = [O : ab] = |Ox /ab] = |0 /a||Ox /b = N(a)N(b)

Es bleibt zu zeigen, dass fiir von Null verschiedene Primideale p in Ok gilt:
N(p*) = N(p)*. Wir wissen bereits, dass wir eine absteigende Kette von Idealen
p D p? D --- D p* erhalten. Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung ist
diese Kette sogar strikt absteigend.

Des Weiteren ist F' = Ok /p ein Korper, da O ein Dedekindring ist, und so
Primideale in Ok maximal sind.

Schliefllich sind die Quotienten p/pi™! Vektorrdume tiber F.

Wir behaupten, dass p’/p*™! ein eindimensionaler Vektorraum iiber F ist. Ist
namlich a in p* — p*! dann haben wir p* D (a) + p*™! D p**!. Aber dann muss
wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung und dem vorangegangenen Lemma
bereits (a) + p** = p’ gelten, weshalb @ in p’/p**! als F-Vektorraum erzeugt.

Wir erhalten nun |p*/p™™!| = |F| = |Ok/p| = [Ok : p] = N(p), sodass

N(p*) =[Ok : p*] =[Ok : pllp : p*) -+ [p" ' p¥] = |F|*" = N(p)*.

Nun folgt die Behauptung aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Verbin-
dung mit der Tatsache, dass fiir verschiedene Primideale p, q und natiirliche
Zahlen a und b die Ideale p® und q° koprim sind.

(iii) Sei a das Hauptideal (a). Wegen des Elementarteilersatzes und Satz 2
gibt es eine Basis B = {z1,...,z,} von Ok und natiirliche Zahlen kq, ... k,,
sodass C' = {kyx1, ..., k,z,} eine Z-Basis von a ist. Aulerdem haben wir uns
bereits klargemacht, dass [Ok : a] = ky - - - k,, = det(Dp¢) fir die Basiswechsel-
matrix von B nach C gilt.

Wir erhalten aber auch eine Z-Basis C’ von a mit {axy,...,az,}, und die
Basiswechselmatrix Dcer hat Determinante +1.

Wir erinnern uns daran, dass Ng|q(a) = det(z — ax) = det(Dpp(x — ax))
die Norm des Elements a ist. Die Darstellungsmatrix Dgg(z — ax) ist aber
genau die Matrix Dgor = Do Decer. Insgesamt konnen wir deshalb zusammen-
fassen, dass Ng|q(a) = £det Dpc = £[Ok : a] und N(a) > 0. Daraus folgt die
Behauptung. 0

Lemma I1.6.4 (Kleine Elemente in Idealen): In jedem von Null verschiedenen
Ideal a von O gibt es ein von Null verschiedenes Element a, fiir dessen Norm

gilt: | Niia(a)] < (2/m)"|dx| 2N (a).
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Beweis: Wegen Proposition 5.9 gibt es fiir jedes gegebene Tupel (¢, ) ey mit
cr = c; und [,eqy ¢ > (2/7)°|dk|?[Ok : a] gibt es ein Element a in a — {0},
sodass fiir jede Einbettung 7 aus H gilt: |7(a)| < ¢;.

Fiir jedes € > 0 erhalten wir also ein von Null verschiedenes a, sodass

Nio(@)] = T] @) = T[I7@)| < ][ e < (i) |20k : o + 2.

TEH TEH TEH

Weiterhin wissen wir, dass |Ng|q(a)| eine natiirliche Zahl ist, weil a ein ganzes
Element ist. Darum erhalten wir ein Element a aus a — {0}, fiir dessen Norm
| Niiala)] < (2/7)°|dxc /2[00 : a] gilt. O

Satz 6 (von Kronecker): Die Idealklassengruppe Cl = I(O)/H ist eine end-
liche Gruppe.

Beweis: Sei p ein von Null verschiedenes echtes Ideal unseres Dedekindrings
Ok. Dann ist Ok /p eine endliche Korpererweiterung von IF,, fiir die Primzahl
p mit Zp = p N 7Z. Man tiberlegt sich, dass das Ideal p N Z ein Primideal ist.
Nach Proposition 11.3.6 ist O/p ist ein endlicher Koérper, weshalb p N Z nicht
das Nullideal sein kann. Es gibt deshalb eine Primzahl p mit Zp = pNZ. In
der beschriebenen Situation erhalten wir eine Einbettung Z/p N Z — Ok /p.

Sei M > 0 vorgegeben. Wir zeigen im Folgenden, dass es nur endlich viele
Primideale p in O gibt, sodass N(p) < M. Nach unseren ersten Uberlegungen
ist pNZ = Zpund N(p) = [Ok : p] = p/ fiir f = [O/p : F,]. Wegen N(p) < M
gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir p und f. Fiir ein gegebenes p gilt
aber: Liegt p in p, dann ist Ogp in p enthalten und p ist ein Teiler von Ogp.
Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung gibt es nur endlich viele
solche p.

Schliefflich verwenden wir die eindeutige Primfaktorzerlegung, um die Aussage
fiir allgemeine Ideale zu erhalten. Sei also M > 0 vorgegeben. Jedes von Null
verschiedene Ideal a von O lésst sich schreiben als a = pi* - - - p¥ fiir Primideale
p; und natirliche Zahlen v;. Es gilt

M > N(a) = N(py)" --- N(p,)”

und die Behauptung folgt aus dem zweiten Schritt.

Zu guter Letzt zeigen wir, dass jede Klasse [a] in Cl ein ganzahliges Ideal
a; C Ok enthilt, sodass N(a;) < M™® = (2/7)%|d |2

Ist a ein gebrochenes Ideal, dann auch a~!. Nach Proposition I1.3.14 gibt es
ein Element d in Ok — {0}, sodass da~! ganz in O enthalten ist. Wir setzen
b = da™' C Ok und erhalten das Ideal b=! = d~'a, das in [a] liegt.
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Nach Lemma I1.6.4 gibt es ein von Null verschiedenes Element b von b, sodass
|Nkiq(b)| < M™"N(b), weshalb

N((b)b™") = N((B)N(b6™") = Nijo(b) N (b™") < M™™.

Wir setzen a; = (b)b~t. Weil b zu b gehort, ist a; in O enthalten; per
Konstruktion haben wir N(a;) < M™" und es ist [a;] = [b7!] = [a]. Die letzten
beiden Schritte liefern nun, dass es nur endlich viele Idealklassen gibt. U

Korollar 11.6.5 (Endlich viele Ideale von beschréankter Norm): Sei M > 0 vor-
gegeben. Dann gibt es in Ok nur endlich viele Ideale, deren Index héchstens M
15t.

Das haben wir im Beweis von gezeigt.

Bemerkung I1.6.6 (Minkowski-Schranke): Die Schranke M™™ = (2/7)%|d]|"/?
heifit Minkowski-Schranke und kann verwendet werden, um die Klassengruppe
zu bestimmen.

Definition I1.6.7 (Klassenzahl): Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Dann
heiBt hx = |Clk| = [I(Ok) : H] die Klassenzahl von K.

Genau dann ist die Klassenzahl hx = 1, wenn die Klassengruppe Clg die
triviale Gruppe {0} ist. Das tritt genau dann ein, wenn Ok ein Hauptidealring
ist, oder dquivalent ein faktorieller Ring.

Beispiel 11.6.8: Sei K der imagindrquadratische Zahlkérper Q(1/—14). Es ist
D = —14 =2 (mod 4), sodass Ok = Z[/—14] ist. Die Einbettungen von K ist
die Menge H = {0y =id, 02: a+by/—14 — a —by/—14} und die Diskriminante
von K ist dg = 4D = —56.

Fiir die Minkowski-Schranke A/™™ aus [Satz 6 finden wir

MM = (i) V56 ~ 4, 764.
Sei P ein Primideal in O, dessen Norm N () hochstens M ist. Wir erinnern
uns, dass dann PN Z = (p) ein Primideal und O/ eine Korpererweiterung
von I, = Z/pZ ist.

Die Moglichkeiten fiir N(B) sind N(B) = p/ < M, sodass p in {2,3}
enthalten sein muss. Ferner ist B ein Teiler von Okp.

Wir behaupten, dass (2) = (v—14,2)(v/—14,2) = (—14,2y/—14,4) die

Primfaktorzerlegung von (2) in O ist.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Das Ideal 31 = (v/—14,2) ist ein Primideal, denn ¢: Z[/—14] — Z/27Z., die
a+ by/—14 auf a (mod 2) schickt, ist ein Ringhomomorhismus:

(a1 + biv/=14) (a2 + bpV/=14)) = p(araz — 14bsby + (... )V =14)

= ajas — 14b1bs  (mod 2) = ajay (mod 2).

Der Kern dieses surjektiven Ringhomomorphismus ¢ ist das Ideal B3, weshalb
Z[v—14] /P = 7./27 ist, und N(PB;) = [Z[v/—14] : P1] = 2.

Analog zeigt man, dass (3) = (1 ++v/—14,3)(1 — v/—14,3) = PBoP3 eine
Primfaktorzerlegung in O ist. Dazu verwendet man den Ringhomomorphismus
VY 2/ —14] — Z/37Z, der a + b\/—14 schickt auf a — b (mod 3).

Nun versuchen wir zu entscheiden, ob Ok ein Hauptidealring ist. Wir wissen
bereits, dass in einem Hauptidealring die Norm eines Ideals mit der Norm
der Korpererweiterung des Erzeugers tibereinstimmt. Die Ideale P, B5 und
P sind allesamt keine Hauptideale. Ware namlich B; = («) fiir ein Element
o = a+by/—14, dann wire N(B;) = Ngq(o) = a® +14b*. Wegen N(B;) = 2,3
kann das aber nicht passieren.

Weiterhin ist [J3;]? = [1], weil wir oben gesehen haben, dass 937 ein Hauptideal
ist, und ebenfalls wegen der vorherigen Uberlegungen haben wir [1] = [35][5].

Wir suchen nun weitere Relationen fiir die Elemente in C/g, um sie vollstandig
zu bestimmen. Das wollen wir mit ,,Elementen mit kleiner Norm® tun. Beispiels-
weise ist Ngjg(2 ++/—14) =4+ 14 =18 = 9- 2, sodass (2 + v/—14) = P13
oder (24 v/—14) = P,P2. Diesen Faktorisierungen entsprechen die Relationen
[B1] = [Bo]? oder [P;] = [B3]?. Per Fallunterscheidung sieht man nun ein, dass
[B1] = [B2)? = [Bs]?, und darum gilt Clx = Z/47Z. Entsprechend ist hyx = 4.

Definition I1.6.9 (Reguldre Primzahl): Seien K ein zyklotomischer Koérper
Q(¢p) fiir eine primitive p-te Einheitswurzel und h, die zugehorige Klassenzahl.
Wenn h, nicht von p geteilt wird, dann heifit die Primzahl p reguldr; sonst
irrequldr.

Als Ausblick halten wir ein paar wichtige Aussagen fest. Das ist beispielsweise
der Satz von Heegner: Ist K = Q[v/—D] ein imaginirquadratischer Zahlkorper
fiir eine quadratfreie natiirliche Zahl D, dann ist die Klassenzahl 1 genau dann,
wenn D zur Menge {1,2,3,7,11,19,43,67,163} gehort. Diese Menge heif3t
Menge der Heegnerzahlen.

Beispielsweise der reellquadratische Zahlkorper K = Q[\/ﬁ] hat Klassenzahl
1 fir D aus {2,3,5,6,7,11,13,14,17,19,21,22,23,29,31,... }. Man vermu-
tet, dass es unendlich viele quadratfreie natiirliche Zahlen D gibt, sodass die
Klassengruppe von Q[\/E] trivial ist, aber man weif} es nicht.
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Man weifl allgemeiner ebenfalls nicht, ob es unendlich viele Zahlkérper mit
Klassenzahl 1 gibt. Diese Frage steht in Zusammenhang mit Fermats letztem
Satz, der aussagt, dass es fiir paarweise verschiedene ganze Zahlen z,y, z und
eine natiirliche Zahl p > 3 keine Beziehung der Form x? + y? = 2P geben kann.
Dieser Zusammenhang wird hergestellt durch

= =it = (= )z = Gr) e (2 = )

als Gleichung in Z|[(,] = Oqyc,)- Wér der Ganzheitsring Z|[(,] faktoriell, dann
wiirde eine nichttriviale Losung zu einem Widerspruch fithren. Die Tatsache
,Die Klasenzahl von Q[(,] ist 1“ wiirde also bedeuten, dass 2? + y? = 2 keine
nichttrivialen Losungen besitzt.

Kummer hat erkannt, dass dieses Argument auch funktionieren wiirde, wenn
p kein Teiler der Klassenzahl h,, ist. Daher stammt die Definition der Regularitat
einer Primzahl. Irreguldre Primzahlen sind tibrigens sehr selten!

Der Beweis des letzten Satzes von Fermat wurde spater mit anderen Metho-
den, namlich mithilfe elliptischer Kurven, von Andrew Wiles gegeben.

7 Multiplikative Minkowski-Theorie

Im Folgenden seien wieder stets K ein algebraischer Zahlkoérper von Grad n,
H = Hom(K,C) = {n,....,7} = {p1,-- -, pr,01,01,...,0.,7,}. Wie bereits
eingefithrt, betrachten wir wieder den (komplexen) Minkowski-Raum

K — Ke=]]C, c— (mi(e), ..., mu(c))
TEH

und den reellen Minkowski-Raum
J: Kg = Fixg (F) = {(z7)ren | z, € R, falls p reell , 7, = x5, falls 0 komplex}.
Bemerkung I1.7.1: Wir betrachten den Minkowski-Raum K¢ nun als C-Algebra.

(i) Genau dann ist ¢ invertierbar in K*, wenn j(c) zu K& gehort.

(ii) Fur die Abbildung N: K& — C*, (z;) = [,y x, gilt

(N o) K* ———— K& N ok

c ———— (11(c), ..., u(c)) —— IIiL; Ti(c) = Nikja(c)
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

(iii) Mit der Logarithmusabbildung ¢: C* — R, z +— log|z| erhalten wir eine
Abbildung

CKE— IR, (@r)ren — (logla:|)ren.
TEH

Proposition I1.7.2: Das folgende Diagramm von Gruppen ist kommutativ:

~

Kx KE —5 Ly R

NKIQJ ]l/ lTr
v
QX < CX ; R

Dieses Diagramm ist F-dquivariant fir die jeweilige Aktion von F auf allen
Gruppen des Diagramms.

Beweis: Das linke Quadrat des Diagramms kommutiert nach Bemerkung I1.7.1.
Wir betrachten das rechte Quadrat. Sei dazu ()¢ ein Element von K. Die
Norm N: K& — €% schickt (2,),ep auf das Produkt [],cy 2, und ¢ schickt
(x7)rew auf (loglz,|) ey Beispielsweise aus der Analysis ist bekannt, dass

10g|HT€'H| = ZTGH 10g|$7—|

Zu den verschiedenen Aktionen von F auf den teilnehmenden Gruppen: Auf
K> und Q* operiert F' trivial, auf K¢ operiert (das Analogon zur komplexen
Konjugation) F' durch (z,);ey — (T7)ren, und auf C* operiert F' durch
komplexe Konjugation. Auf [[.cy R operiert F' durch (z,),ex — (27)re und
auf R trivial.

Nun zur F-Aquivarianz des Diagramms: Fiir jedes ¢ in F'* ist

Fojle) = F(r(c)) = F(r(c),) = (7(c)r = j(e),

fur jede Familie (z,), in K¢ haben wir

F(l(z,)) = F(log(z,),) = (log(zz),) = (log(T=),) = {((T7)-) = ((F(z7))

und fiir jede Familie (z,), in K¢ gilt
N(F(z:);) = N(@7), = [[z= =[]z, = [[ - = F(N(z,)-).

Damit ist alles gezeigt. UJ
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8 Dirichletscher Einheitensatz

Bemerkung I1.7.3: Ersetzen wir im Diagramm aus |[Proposition 11.7.2] jede
Gruppe durch die jeweilige Untergruppe der Fixelemente von F', dann erhalten
wir das Diagramm

K* —1 5 (Kp)* — [[I,R]*
lNKQ JN JT& B R"+s
Qx R R %

l

Hierbei ist KR der reelle Minkowski-Raum aus Abschnitt 5, ¥ bezeichnet die
Funktion R""* — R, (z1,...,2.4s) — Sit7 x; und

+
{HR = {($p1,...,:vpr,:v(,l,xm,...,:vas,xgs eIR:z, = :BO.}
T TEH

Der Isomorphismus « aus dem obigen Diagramm ist die Abbildung
+
a: [H]R] — R, (Tprs ooy To)) > (Tpyy oo Tpyy 2Ty - o, 2T5).

Das angehédngte Dreieck auf der rechten Seite kommutiert ebenfalls, denn « o ¢
ist die Abbildung

aol: (Kr)* — R,

(Tpys ooy T, Ty ooy Loy, T, ) — (lOg|zp, ], - .., log|z,, |, log|xgl|2, o ,log\:cUQ\Q).

8 Dirichletscher Einheitensatz

Das Ziel dieses Abschnittes wird die Bestimmung der Einheitengruppe Oj
der Ganzheitsringes Oy eine algebraischen Zahlkorpers K von Grad n iiber
Q. Wir haben bereits gesehen, dass wir die Einheitengruppe folgendermafien
charakterisieren konnen:

O = {e € O ist invertierbar} = {e € Ok | Ngjq(e) € {£1}}.

Siehe dazu Proposition 1.2.8. Ferner sitzt in O die endliche Untergruppe der
endlichen Einheitswurzeln

w(K) = {x € O | Es gibt k in N mit 2" = 1}.
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Diese Gruppe ist endlich, weil aus ¥ = 1 folgt, dass Q(z) in K sitzt, was eine
Erweiterung des Grades (k) ist. In Wahrheit kommen in p(K) deshalb nur
diejenigen Einheitswurzeln vor, deren Ordnung ein Teiler des Grades n ist.

Mithilfe multiplikativer Minkowski-Theorie werden wir im Folgenden die
Gruppen

Ok = {e € Ok | Nkjo(e) € {£1}},
S ={(z) € K | N(z) = £1},
H={z€[[[R]" | Tr(z) =0}

studieren. Die Menge S interpretieren wir als die Hyperflaiche der Elemente
in K, deren Norm 1 betragt, und H interpretieren wir als die Hyperebene
der Elemente mit Spur 0. (S, ) ist eine Untergruppe von Ky und H ist ein
R-Untervektorraum von [[], R]*.

Zu den Mengen S und H halten wir folgendes fest: Ist 2% = 1, dann ist
|z| = 1. Ferner gilt fiir x mit 2% = 1, dass 7(x)¥ = 1, sodass z zu u(K) gehort.
Das bedeutet, dass ¢(j(x)) = 0 ist, sodass p(K) in ker(¢ o j) enthalten ist.

Als Einschriankung der Morphismen aus dem Diagramm in |Bemerkung 11.7.3]
erhalten wir

(05.7) =5 (5,) = (H,+)
als Morphismen von Gruppen. Wir bezeichnen das Bild von O unter £ o j mit

I'. Im Folgenden werden wir sehen, dass I ein vollstandiges Gitter in H, und
damit isomorph zu Z" 571, ist.

Proposition I1.8.1 (Charakterisierung der Einheitengruppe): Die Sequenz

loj

1 —— u(K) 0% r 1

ist eine kurze exakte Sequenz.

Beweis: Wir haben die Namen so gewéhlt, dass nur zu zeigen ist, dass u(K) =
ker(log|-|). Sei also ¢ eine Einheit von K. Genau dann liegt ¢ in ker(logl-|),
wenn fiir jedes 7 aus H gilt, dass log|7(e)| = 0, was genau dann eintritt, wenn
fur jedes 7 aus H gilt: |7(¢)| = 1.

,C“: Liegt ¢ in u(K), dann gibt es eine natiirliche Zahl k, sodass e* = 1,
d.h. fiir alle 7 aus H ist 7(¢)¥ = 1, woraus bereits folgt, dass |7(g)| = 1.

,2“ Gehort ¢ zu ker(log|-|), dann gilt fur alle 7 aus #H, dass |7(¢)| = 1.
Damit liegt j(e) = (7(¢))ren in einem beschriankten Bereich in Ky und ist
Gitterpunkt des Gitters j(Ok) C Kg. Es gibt deshalb nur endlich viele solcher
Punkte, was ker(log|-|) endlich macht. Also hat ¢ endliche Ordnung, und &
gehort zu p(K). O
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8 Dirichletscher Einheitensatz

Lemma I1.8.2 (Elemente vorgegebener Norm): Fir die natirliche Zahl a set-
zen wir M, = {a € Ok | |[Ngjg()| = a}. Es gilt

|Mo/~| < [Ok : aOk| = N((a)),

wobei ,~“ die Assoziiertheitsrelation ist, die durch ,aq ~ ao genau dann, wenn
es h in O gibt, sodass ag = hay “ erklart ist. Insbesondere ist M,/~ endlich.

Beweis: Wir wissen bereits, dass |Ok/aOk| = [Ok : aOk] = N(aOk) < oc.
Ferner sind in jeder Nebenklasse die Elemente, deren Norm Betrag a hat,
assoziiert zueinander.

Gehoren namlich o und ay zur selben Nebenklasse, und gilt fiir ihre Normen
|Nkiq(o1)| = |Ngjg(az)| = a, dann gibt es v in Ok, sodass ap — ay = ay, und
deshalb gilt s /oy = 14 (a/ay)y =1+ (N(ay)/a1)y.

Das Element N(a;)/a; kénnen wir schreiben als N(a1)/aq = [1;en—giay 7(01),
und da alle Faktoren ganz sind, gehort das Produkt sogar zu Q. Deshalb liegt
as/aq in Of; genau so behandelt man «; /ay. Damit sind oy und s assoziiert.
Insgesamt folgt die Behauptung. 0

Satz 7 (Dirichletscher Einheitensatz): Die Gruppe I' aus |Proposition 11.8.1]
ist ein vollstindiges Gitter in H. Insbesondere ist H isomorph zu Z7 71,

Beweis: Als erstes zeigen wir, dass I' ein Gitter ist. Das tun wir, indem wir
zeigen, dass I eine diskrete Untergruppe in H ist. Fiir die positive reelle Zahl ¢
setzen wir

Q.= {(xT)T € H R : Fir jedes 7 in H ist |z,| < c}.
TEH

Das Urbild von Q. unter ¢ ist die Menge

HQ.) = {(ZT)T € J[ € : Fir alle 7 in H ist |z,| < ec}

TEH

und £71(Q.)Nj(OF) ist endlich, da j(O) ein Gitter ist. Damit ist auch |@Q. NT|
endlich.

Als zweiten Schritt wollen wir mithilfe von Proposition 11.4.6 zeigen, dass
das Gitter I' vollstdndig ist. Diese Proposition hat ausgesagt, dass I' genau
dann vollstandig ist, wenn es eine beschrankte Teilmenge M von H gibt, sodass
H = UVGF v+ M.

Wir versuchen im Folgenden eine beschriankte Teilmenge 7" von S zu kon-
struieren, sodass S = Ugeolx( Tj(e). Haben wir das geschafft, dann setzen wir

49



Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

M = {(T) und erhalten einerseits, dass H = Uscox M + £(j(€)) = Uyer M +1,
da ¢: S — H surjektiv ist, und andererseits, dass M beschrinkt ist.

Die Beschranktheit von M sieht man so: Da T' beschrénkt ist, gibt es eine
Konstante C' > 0, sodass fir alle x in 7" und alle 7 in H gilt, dass |z,| < C.
Wegen [[,cy|z-| =1 gibt es ein ¢ > 0, sodass fur alle x in 7' und 7 in H gilt:
|z;| > c¢. Aber dann ist M = log(T") beschrankt in H.

Nun zur Konstruktion von 7. Wir wahlen einen hinreichend grofien vollstén-
digen Quader in KR, d.h. wir wahlen Konstanten ¢, > 0, sodass ¢= = ¢, und
C =Tlrey ¢ > M™™ und definieren X = {(z,), € Kg | |2-| < ¢, }.

Wiéhlen wir y = (y,), in S, dann ist Xy ebenfalls ein Quader, denn Xy =
{(z:)r € Kg | |z] < er|y|} und Tlenly-| = |N(y)| = 1. Insbesondere ist
HTE'H C;' =C.

Nun wéhlen wir endlich viele ay, ..., ay in Ok, sodass jedes o in O — {0}
mit | Nkq(a)| < C zu einem der «; assoziiert ist — das kénnen wir nach Lemma
I1.7.2 tun — und setzen T = S NUNY, Xj|ai| 7t

Dass dieses T unseren Wiinschen gentigt, weisen wir nun nach.

Da X beschrinkt ist, ist Xj|a;|~' beschriankt, und so auch die endliche
Vereinigung T' dieser Mengen.

Zur Mengengleichheit S = U.eox Tj(g). Sei y in S. Wegen [,y ¢. = C und
Proposition I1.5.9 gibt es ein « in Ok, sodass j(a) in Xy~ = {(z,), € Kg |
|z:| < .} liegt. Das heifit j(a) = zy~! fiir ein z aus X.

Ferner gilt |Ngq(a)] = |N(zy™)| = |N(z)| < [l;excr = C, weshalb «
zu einem der «; assoziiert ist. Es gibt also ein ¢ in Oj, sodass @ = ea; und
y=xj(a)" = zj(a;)j(e).

Bleibt zu zeigen, dass xj(a;)~' zu T gehort. Einerseits liegt zj(a;)~! in
Xj(a;)~t, andererseits folgt, da y und j(g) zu S gehoren, dass zj(a;)~! in S
liegt. Weil zj(a;)™ zu T gehort, liegt y = xj(a;)~j(e) in Tj(g). Damit ist
alles gezeigt. 0

Korollar I1.8.3 (Satz von Dirichlet): Bezeichnen r die Anzahl der reellen- und
s die Anzahl der komplexen Einbettungen des algebraischen Zahlkérpers K,
dann ist O = 77571 x u(K).

Beweis: Zum Beweis des Satzes von Dirichlet verwenden wir die kurze exakte
Sequenz

1 —— pu(K) Ox 20 p gt
Wir wéahlen eine Basis vq,...,v,, von I', m = r+s—1, und Urbilder ¢, ..., ¢,,
in O%. Bezeichnet A = (e1,...,e,)z € Ok, dann ist A|4 ein Isomorphismus,
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9 Primideale in Ganzheitsringen

es gilt AN p(K) = {1}, da u(K) = ker A und die Abbildung
AxpuK) — Ok,  (a,§) — a§

ist ein Isomorphismus. Dabei folgt die Injektivitit der obigen Abbildung aus
der vorangegangenen Bemerkung zum Kern von A, und die Surjektivitat aus
Satz 7l ]

Beispiel I1.8.4 (Quadratische Zahlkorper): (i) Sei K der algebraische Zahl-
korper Q[v/7]. Mit den Bezeichnungen der vergangenen Abschnitte sind dann
r=2und s =0, sodass r+s—1 = 1 und I' = Z gelten. Ferner ist u(K) = {£1},
da +1 die einzigen reellen Einheitswurzeln sind, d.h. O = 7Z/27, x Z.. Analog
zeigt man: Der Ganzheitsring jedes reell-quadratischen Zahlkorpers hat die
Einheitengruppe 7./27, x Z.

(ii) Sei K der algebraische Zahlkdrper Q[v/—3]. Dann sind r = 0 und s = 1,
d.h. r+s—1 = 0. Folglich ist I' = {0}. Aulerdem erfiillt eine nicht-reelle
dritte Einheitswurzel & die Relation & + & + 1 = 0, woraus folgt, dass
& = —1/2(1 ++/=3), was in K enthalten ist. Damit ist Q[v/—3] = Q[&] und
w(K) = {£1,+&, +€2} = Z,/67. Insgesamt folgt O = Z./67Z.

Wir wollen versuchen, die Ergebnisse des vorherigen Beispiels etwas zu
verallgemeinern. Ist D eine quadratfreie natiirliche Zahl und ist &, eine k-te
Einheitswurzel, die in Q[v/—D] liegt, dann ist p(k) = 2, sodass k = 3,4 oder
k=1,2.

Das Argument dafiir ist die Euler’sche Phi-Funktion, an deren Werte auf
Primzahlpotenzen wir kurz erinnern: Ist p prim, dann ist ¢(p) = p — 1 und
w(pi) =pt —p"t =p"H(p—1). Sind p # ¢ prim, dann ist ©(p*¢®) = ©(p*) —
e(p°).

Mit diesen Tatsachen sieht man ein, dass fiir &5 in Q[v/— D] schon folgen muss,
dass Q[&] = Qv —DJ; falls i zu Q[v/—D] gehort, folgt bereits Qi] = Q[v—D].

Bemerkung I1.8.5 (Imagindr-quadratische Zahlkorper):
(i) Ist K = Q[v/—3] = Q[&;], dann ist O = Z/6Z.
(i) Ist K = Q[v—1] = Q]i], dann ist O = Z/AZ.
(iii) Fir alle anderen imaginar-quadratischen Zahlkorper gilt O = Z/27Z.
9 Primideale in Ganzheitsringen

Unser Ziel fiir diesen Abschnitt ist die Beschreibung der Primideale p im Ring
O = Ok. Dabei wollen wir intensiv ausnutzen, dass p N Z ein Primideal (p) in
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

. Aer

e und

Z ist. Das Erzeugis Op besitzt eine Primidealzerlegung Op = pet -
wir werden sehen, dass fiir jedes Primideal p; gilt, dass p; N Z = (p).
Zunéchst mochten wir eine etwas allgemeinere Situation betrachten als nur

Ganzheitsringe algebraischer Zahlkorper.

Proposition I1.9.1: Seien O ein Dedekindring, K = Quot(QO) der zugehdrige
Quotientenkorper, L eine endliche separable Korpererweiterung von K und es
bezeichne O = Inty(O) den ganzen Abschluss von O in L. Dann ist O selbst
ein Dedekindring.

Beweis: Wir haben uns bereits tiberlegt, dass L der Quotientenkérper von @
ist, was uns bereits liefert, dass O ganzabgeschlossen ist.

Nun zu von Null verschiedenen Primidealen in O. Sei p ein Primideal von @
und p bezeichne p N O. Weil p von Null verschieden war, gibt es ein x # 0 in p.

Dieses x ist ganz iiber O, weshalb es Elemente ay, ..., a,_1 in O gibt, sodass
2"+ ap_12" 4 - - 4+ ag = 0. Ohne Einschrinkung diirfen wir annehmen, dass
ag # 0 ist, weshalb wir schreiben konnen aq = —2" —a,_ 12" * —--- — a,z, was

in p N O = p liegt. Das zeigt, dass p nicht trivial ist. Da O ein Dedekindring
ist, ist p maximal in ©. Folglich ist O/p ein Korper und O/p < O/p ist eine
endliche Erweiterung von ©/p. Das zeigt, dass O/p ein Korper ist, sodass p
ein maximales Ideal ist.

Schlieflich bleibt zu zeigen, dass O noethersch ist. Dazu wihlen wir eine

K-Basis {ay,...,a,} der Kérpererweiterung L|K. Da wir Nenner ausrdumen
konnen diirfen wir annehmen, dass aq,...,q, in O liegen. Wir bezeichnen
mit d = d(aq, ..., a,) die Diskriminante der Korpererweiterung beziiglich der

gewahlten Basis. Wegen Proposition I1.2.6 ist diese von Null verschieden und
nach Korollar I1.2.9 ist d ein Element von O.

Satz 1 sagt uns, dass dO in @, O«; enthalten ist. Mit anderen Worten ist
O enthalten in M = @i, O%. Jedes Ideal in O ist Untermodul eines endlich
erzeugten O-Moduls M und da O noethersch ist, ist M als O-Modul noethersch,
sodass I endlich erzeugt ist. Insgesamt folgt, dass O noethersch ist. 0J

Im Folgenden setzen wir die Sitation von Propisition I1.9.1 voraus.

Definition I1.9.2 (Lage von Primidealen): Ist p ein nichttriviales Primideal in
O, dann ist p = pN O ein nichttriviales Primideal in O@. Wir sagen, p liege tiber

p.

Proposition I1.9.3 (Die Primideale iiber einem gegebenen Ideal): Sei p ein
von Null verschiedenes Primideal von O. Fiir das von p erzeugte pO in O
gilt:
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9 Primideale in Ganzheitsringen

(i) pO # 0.
(i) Fs gibt endlich m’ele Primideale p1,...,p, und Exponenten ey, ..., e,,
sodass pO = ps - -

7. .

(iii) Genau dann liegt das Primideal p in O iber p, wenn p € {py1,...,p,}-

Beweis: (i) Sei 7 ein Element von p — p%. Wegen des Satzes iiber die eindeu-
tige Primidealzerlegung konnen wir 7O schreiben als 7O = pa fiir ein Primideal
a mit p { a, da 7 nicht in p? liegt. Das bedeutet, dass O = p + a ist; es gibt also
Elemente b von p und s in a, sodass 1 = b+ s. Es ist zu beachten, dass s nicht
in p liegt, aber sp C ap = 70O.

Angenommen, pO wiire gleich O. Dann wire sO = sp® C 70, sodass s = 7z
fiir ein 2 aus @. Da aber s und 7 in K ldgen, miisste auch z in ON K = O
liegen, weshalb s in 7O C p folgen miisste, was nicht sein kann.

(ii) Das folgt aus dem Satz iiber die eindeutige Primidealzerlegung in Dede-
kindringen.

(iii) ,<=*: Wir zeigen, dass p, N1 O = p.

Per Definition ist pO = p¢' ---pe C p;, weshalb p in p; N O liegt. Weil 1
nicht zu p;, und deshalb erst recht nicht zu p; N O gehort, ist p = p; N O ein
maximales Ideal in O.

—“: Ist pN O = p, dann ist pO C p. Nach 11.6.3 wird deshalb p® von p
geteilt. 0

Definition I1.9.4: Sei p ein von Null verschiedenes Primideal von O und es sei
pO = p{t - - p¢ die Primidealzerlegung von pO. Fir jedes 1 < i < n ist O/p;
eine Korpererweiterung von O/p.

(i) Der Exponent e; heifit Verzweigungsindex von p;. Ist e; = 1, dann heifit
das Ideal ﬁi unverzweigt. Ist e; = --- = e, = 1, und sind die Korpererwei-
terungen O/p; von O/p separabel, dann heifit das Ideal p unverzweigt.

(ii) Der Grad f; = [O/p; : O/p] heibt Trigheitsgrad von p;.

(iii) Ist p unverzweigt und r = 1 dann heifit p ¢rige. Das ist genau dann der
Fall, wenn pQ ein Primideal ist.

(iv) Ist r = n = [L : K], dann heifit p vollzerlegt.
(v) Ist r =1, dann heifit p unzerlegt.
Ist O ein Ganzheitsring eines Zahlkorpers, dann sind die Separabilitatsforde-

rungen in (i) immer erfiillt, da dann O/p = Z/pZ = F, und endliche Kérper
perfekt sind.
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Satz 8 (Verzweigungsformel): In der Situation von |Definition 11.9.4] gilt fir
die Verzweigungsindizes und Tragheitsgrade die Formel ', e;f; =n = [L : K].

Beweis: Um die Formel zu zeigen, zeigen wir die Gleichheit O/pO = @'_, O /p¢
von k = O/p-Vektorraumen.

Wenn wir das gezeigt haben, liefern die Aussagen ,dimy @ / p@ = n‘ und
,dimy, O/p% = e, f;* die Behauptung.

Zur ersten Behauptung: Wir wahlen eine k-Basis wy,...,w,, von @/p@
zusammen mit Urbildern wq, ..., w,, in O. Im Folgenden zeigen wir, dass
wi, ..., w, eine K-Basis von L ist, woraus die Behauptung folgt.

Zuerst zeigen wir die K-lineare Unabhéngigkeit. Seien dazu aq, ..., a,, Ele-
mente von K, sodass 7" ; oyw; = 0. Ohne Einschrénkung diirfen wir annehmen,
dass aq,...,ay, in O liegen, da K = Quot(Q) ist. Angenommen, nicht alle «;
wéaren Null. Dann ist a = (g, ..., @,,) nicht das Nullideal, und wir kénnen das
gebrochene Ideal a™! in K = Quot(O) betrachten. Weil p ein echtes Ideal von O
ist, ist a~!p echt enthalten in a='O = a~!. Wir finden also ¢ in a=™* —a~!p, d. h.
ca  p. Durchmultiplizieren der Gleichung >°7" ; ayw; = 0 liefert 327 | coyw; = 0.
Per Wahl von ¢ liegt co; fiir 1 < i < n in O, sodass 7, cozw; = 0 in O/pO,
wobei die ¢a; zu O/p = k gehoren.

Das heifit wir haben ca; = -+ = ¢a,, = 0 in O/p, da wy,...,w,, eine
Basis von @/p@ bilden. Das heifit gerade, dass cay, ..., ca,, in p liegen, d. h.
ca = (coq, ..., cay) ist in p enthalten. Das widerspricht der Wahl von c.

Nun zeigen wir, dass L von {wy,...,w,} als K-Vektorraum erzeugt wird.
Wir definieren M = Qw;+- - -+Qw,, C (5, wobei wir M als O-Modul verstehen.

Wegen kw, + - - - + kw,,, = @/p@ ist O = M—I—p@. Wir schreiben N = (5/]\/[
und lesen aus der vorherigen Gleichung ab, dass N = pN.

Im Beweis von Proposition 11.9.1 haben wir mitbewiesen, dass O ein endlich
erzeugter O-Modul ist; damit ist auch NV ein endlich erzeugter O-Modul. Wir
finden also Elemente ay,..., a5 in O, sodass N = @;_, Oa;. Wegen N = pN
gibt es fiir jedes @; Koeffizienten a;1,..., a5, in p, sodass a; = 32, a; ;0.
Das liefert uns die Matrix A = («a;;) aus p**° und A’ = A — I. Dann ist
Al(a, ..., @,)" = 0. Wir halten fest, dass det A’ = det(—I) = (—1)° (mod p),
sodass insbesondere det A" # 0 gilt. Wir dirfen also mit der Adjunkten arbeiten,

aq aq
0=A%A|: | =d

O O

Damit ist dN = 0, also ist dO C M = @, Ow; und {wy, ..., w,,} bilden eine
K-Basis von L, was wir zeigen wollten. Damit ist die erste Gleichung etabliert.
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10 Primideale in den Gaufl’schen Zahlen

Nun zeigen wir, dass dimy O /p5" = e; fi. Dazu betrachten wir die Kette

O/pS D pa/pS DP2/pS D -~ D pst/ps D {0}

von k-Vektorraumen. Wie wir bereits an anderer Stelle gezeigt haben, ist

pl /pfrl >~ O/p;. Wegen der eindeutigen Primidealzerlegung finden wir a in
pZ p/™! und erhalten den Homomorphismus O — pj /P a |—> [ al. Dieser
ist surjektiv, denn wir haben p/™ C p/™! + Oa C p?, sodass pJ "4 Oa =7
Ferner ist der Kern dieses Homomorphismus gerade p?, d.h. wir haben mit

einem I[somorphismus zu tun. Damit erhalten wir

e;—1

dimy, @/ﬁ? = Z dimy, ﬁf/ﬁf“ = ¢; dimy, @/ﬁz = e fi.
=0

10 Primideale in den Gauf3’schen Zahlen

Sei K der algebraische Zahlkorper Q[i]. Wie wir bereits gezeigt haben, ist sein
Ganzheitsring O = Z[i] der Ring der Gauf’schen Zahlen. Im Folgenden wollen
wir die Primideale p in Z[i] untersuchen.

Ein Primideal im Ring der ganzen Zahlen Z ist ein Hauptideal, das von
einem Primelement p erzeugt wird. Das Ideal pZ[i] lasst sich wie wir wissen
zerlegen in ein Produkt von Primidealen pZl[i] = pf' - - - p&, wobei 2 = 37_, e; f;

nach [Satz 8

Bemerkung 11.10.1 (Mogliche Verzweigungsverhalten): Sei p ein Primideal
in Z[i] und (p) = p N Z das Ideal, iiber dem p liegt. Das Ideal pZlJi] hat eine
Primidealzerlegung pZl[i] = p$* - - - p¢ und nach gilt 30, e; f; = 2, wobei
fi = [Z[i]/pi : Z/pZ). Dadurch, dass 2 sehr klein ist, gibt es nur wenige mogliche
Summen zu unterscheiden, namlich 1-1+4+1-1,1-2 und 2- 1.

Die drei moglichen Falle sind also

(i) r=2,e; = fi =1und e; = fo = 1, sodass pZ[i] = p1p2 ein vollverzweig-
tes Ideal ist.
(ii) » =1, e = 1 und f; = 2, sodass pZ][i] selbst ein Primideal in Z[i] ist;
d.h. (p) ist trage.
(iii) » =1, e; = 2 und f; = 1, sodass pZ[i] = p3.
Bemerkung I11.10.2 (Besonderheiten in Z[i]): (i) Der Ring der GauB’schen
Zahlen ist ein euklidischer Ring, und damit insbesondere ein Hauptidealring. Ins-

besondere kénnen wir ein Primideal p schreiben als p = () fiir ein Primelement
von Z[i].
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

(ii) Primalitat und Irreduzibelitéat sind in Z[i] dasselbe Konzept.
(i) Gal(Q[i]|Q) = {id,o: a+ bi — a — bi}.
(iv) Auf Z[i] haben wir die Norm N: a + bi — a® + b?, sodass

Z[i]* = {a € Z[i] | N(a) = 1} = {£1, i}

Insbesondere konnen wir Gleichheit von Hauptidealen sehr einfach beschreiben.
Ein Element av = a + bi von Zli] ist assoziiert genau zu den Elementen a + bi,
—a — bi, ai — b, —ai + 0.

Proposition I1.10.3 (Trdge Primideale): Sei p eine prime natiirliche Zahl. Ge-
nau dann ist p prim in Z[i], wenn (p) ein triges Ideal in Z. ist. Das ist der Fall
genau dann, wenn p =3 (mod 4) ist.

Beweis: ,—“: Angenommen, p Z 3 (mod 4). Dann haben wir zwei Félle zu
unterscheiden, nadmlich p = 2 oder p = 1 (mod 4).

Fir p = 2 haben wir (2) = (1 +1i)(1 —i) und N(1 +1i) = N(1 —i) = 2.
Insbesondere sind 14 i und 1 — i keine Einheiten, weshalb p in diesem Fall
nicht prim ist.

Fir p =1 (mod 4) ist p von der Form p = 1+4n fiir eine geeignete natiirliche
Zahl n. Nach dem Satz von Wilson gilt fiir z = (2n)!, dass 22 = —1 (mod p)
(was wir spéter in Proposition 11.10.4 zeigen werden). Das bedeutet, dass
pla?*+1=(x+i)(z—1) in Z[i] gilt. Aber p~!(x +1i) = x/p £ i/p, was nicht
in Z[i] liegt, sodass p nicht prim sein kann.

»,<—": Angenommen, p wére nicht prim in Z[i]. Wir miissen zeigen, dass in
diesem Fall p # 3 (mod 4) ist.

Da p in Z[i] nicht prim ist, konnen wir p schreiben als p = (a1 +b1i)(ag + bai),
wobei N (a; 4 b;i) von 1 verschieden sind. Wegen der Multiplikativitat der Norm
ist dann p? = N(p) = N(ay + byi)N(ay + boi), weshalb N(a; + b;i) = p sein
muss. Nun ist aber p = N(a; + b;i) = a? + b?. Weil jetzt a +b? = 0,1 (mod 4)
sein muss, kann nur p #Z 3 (mod 4) sein. O

Proposition I1.10.4 (Satz von Wilson): Sei p eine prime natirliche Zahl.

(i) (p—1)!'=—1 (mod p).
(ii) Ist p von der Form p = 1+ 4n fir eine natirliche Zahl n, dann ist
(2n)1? = —1 (mod p).

Beweis: (i) Fiir p = 2 ist alles klar. Wir diirfen deshalb annehmen, dass p
eine ungerade Primzahl ist. Wir betrachten das Polynom X?~! —1 in Z/pZ[X].
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10 Primideale in den Gaufl’schen Zahlen

Da 0 keine Nullstelle von X?~1 —1 ist, aber Z/pZ ein Korper mit p— 1 Einheiten
ist, sind alle Klassen 1,...,p — 1 Nullstellen von X?~! — 1, d.h. es gilt

X 1=(X-T) (X —p—1).

Der Koeffizient von X° ist —1 = (=1)P"'(p — 1)! = (p — 1)! (mod p).
(ii) Aus (i) folgt:

1= 1)
= (4n)!
=1-2n-(p-Dp—2)@-2n)=(=1)"(2n))* (mod p)

was wir zeigen wollten. O

Bemerkung I1.10.5 (Nicht-trige Primzahlen): (i) Ist p = 2, dann konnen
wir 2 = (14i)(1—i) in Z[i] schreiben, d. h. (2)z) = (1+1) 7 (1-1)zp = (1+)75.
Wir haben alsor =1, e; =2, f; = 1.

(ii) Ist p =1 (mod 4), dann ist p nach [Proposition I1.10.3| reduzibel. Wir
konnen also schreiben p = ajay fir a; = a; + bii aus Z[i], die keine Einheiten
sind. Dann gilt p*> = N(p) = N(a;)N(az), sodass

N(a1) =p= N(ag) = ai +b; = (a1 + bii) (a1 — bii).

Nach |Bemerkung I1.10.2| sind a; 4 b1i und as + boi nicht assoziiert, weshalb
(p)Z[i] = (CL1 + bli)Z[i](al — bli)Z[i}- Deshalbist r =2, e1=fi=1,e0=fy =1
und das Ideal pZl[i] ist vollverzweigt.

Ohne Einschrénkung dirfen wir annehmen, dass a; > |b;| > 0, denn das
kénnen wir durch Multiplikation mit einer Einheit erreichen.

Proposition I1.10.6 (Charakterisierung der Primideale in Z[i]): Der Ring der
Gauf’schen Zahlen Zl[i] hat genau die folgenden nichttrivialen Primideale:

(i) Uber (p) = (2) liegt (1 +1)Z[i]. Hierbei sind (2)z = (1 +1)75, r = 1,
ey =2, fi =1. Wir haben Z./27. = Z[i]/(1 +1)Z][i].

(ii) Uber (p) mit p =1 (mod 4) liegen Ideale (a + bi)Z[i] und (a — bi)Z[i] mit
a®+b*p und a > |b] > 0. Hierbei ist (p)zs = (a+bi)zm(a—bi)zp, r =2,
e1 = ey = fi = fo =1; (p)zp st vollzerlegt und Z/pZ = Z1i] /(a+ bi)Z[i].

(iii) Uber (p) mit p=3 (mod 4) liegt (p)Zli], d. h. es sindr =1, e; = 1 und
f1 =2, (p) ist trage, und Z./pZ, — Zi]/pZli] ist eine Grad-2-Erweiterung,
sodass Z[i]/pZ]i] = F .
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Erinnerung II.10.7 (Spektrum eines Rings): Sei R ein kommutativer unitérer
Ring. Dann heifit
Spec R = {p Primideal in R}

das Spektrum von R.

Beispiel I1.10.8: (i) Ist R der Ring der ganzen Zahlen Z, dann ist Spec R =
{(p) | p ist natiirliche Primzahl} U {0}.

(i) Ist R der Polynomring C[X], dann ist Spec R = {(X —a) | a € C}U{(0)},
da C algebraisch abgeschlossen sind und da in Hauptidealringen Primalitat

und Irreduzibelitdt iibereinstimmen.

(iii) Ist R der Ring der Gaufischen Zahlen Z[i], dann ist

Spec R = {(1+1i)}
U{(a+bi)]|a*+b*=1 (mod4),a> |b| >0}
U{(a—0bi)|a*+b*=1 (mod4),a> |b >0}
U{(p) |p€ N prim,p=3 (mod 4)}

wie wir gerade gezeigt haben.

Korollar I1.10.9 (Zwei-Quadrate-Satz):

(i) Sei p aus N eine Primzahl. Genau dann gibt es zwei ganze Zahlen a und
b, sodass p = a* + b*, wenn p # 3 (mod 4).

(ii) Sei n eine natirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung n = P ™. -pjfr(”)

fir nichtnegative Exponenten vy, (n). Genau dann gibt es ganze Zahlen
a und b mit n = a* + b*, wenn die v,(n) fir all diejenigen p mit p = 3
(mod 4) gerade sind.

Beweis: (i) ,=*": Ist p = a®>+ %, dann ist p = (a+bi)(a—bi) = mmy, wobei
N(m) = a®>+b* = p= N(m). Das bedeutet, dass p in Z][i] nicht prim ist. Nach
IProposition 11.10.6{ muss deshalb p # 3 (mod 4) gelten.

Alternativ kann man dariiber argumentieren, dass a? + > = 0,1 (mod 4).
,<=": Wie in [Bemerkung [1.10.5]

(ii) ,<=": Um die Notation zu vereinfachen schreiben wir k; = v, (). Ohne

Einschrankung kénnen wir annehmen, dass pq,...,ps Z 3 (mod 4) und dass
Pst1,--->pr =3 (mod 4). Das bedeutet wir diirfen annehmen, dass k,y; = 2k(

. . K, /
fiir 1 < j < ¢. Deshalb ist n = p&* - - -p’;Spiffl N

r
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11 Affiner Koordinatenring

Fir 1 < j < s konnen wir p; = (a; + b;i)(a; — bji) schreiben. Sei a die
GauBsche Zahl [T5_,(a; + b;i) ITjZ] p];jj Fir 1 < j <sist N(a; + bji) = p;

und fir s +1<j <rist N (p?j ) = (pfj)2 = pfj und da die Norm multiplikativ
ist, haben wir N(a) = pi'---pfr = n. Weil a zu Z[i] gehort, gibt es ganze
Zahlen a und b, sodass a = a + bi, d.h. N(a) = a? 4 V*.

,=="“: Seien n = a® + 0> = (a + bi)(a — bi) und p eine natiirliche Zahl,
sodass p = 3 (mod 4). Dann ist p auch in Z[i] prim. In Z[i] gibt es eine
Primfaktorzerlegung von n und fiir den nichttrivialen Automorphismus o in
Gal(Z[i]) gilt o(a+ bi) = a — bi sowie o(p) = p. Wird also a + bi von p¥ geteilt,
dann auch a — bi und wir sind fertig. O

11 Affiner Koordinatenring

In diesem Abschnitt mochten wir ein anderes Beispiel fir das Setting in Ab-
schnitt 9 sehen.

Proposition I1.11.1 (Polynomring als Dedekindring): Sei k ein Korper. Dann
ist k[X] ein Dedekindring.

Beweis: Es bezeichne R den Ring k[X]. Weil R ein Hauptidealring ist, ist
natiirlich jedes Ideal endlich erzeugt. Dass R ein Integritatsring ist, ist klar.
Sei nun (a) = p ein nichttriviales Primideal, das in einem Primideal q = (b)
enthalten ist. Weil k[X] ein Hauptidealring ist, ist @ zum Einen irreduzibel und
zum Anderen wegen der Inklusion ein Vielfaches a = rb fir irgendein r aus k[ X],
d. h. r ist eine Einheit und p = q. Insbesondere ist jedes nichttriviale Primideal
maximal. Schliefllich sagt uns Bemerkung I1.1.6, dass k[X] als faktorieller Ring
ganzabgeschlossen ist. 0

Bemerkung I1.11.2: Allgemeiner sind Hauptidealringe genau die faktoriellen
Dedekindringe. Die Richtung ,,==* ist genau der obige Beweis, die Richtung
,<=" ist Bemerkung I1.3.21.

Bemerkung I1.11.3: Der Quotientenkérper der Polynomrings k[X] ist der so-
genannte Korper der rationalen Funktionen

C(X) = Quot(k[X]) = {f; L9 € K[X],q # o} |

Im Folgenden nehmen wir an, dass k& der Kérper der komplexen Zahlen C ist.
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Bemerkung I1.11.4: Wir betrachten die Polynomringe C[Y], C[Z] und den
Ringhomomorphismus ¢: C[Y] — C[Z], Y + Z3. Dieser ist injektiv, weshalb
wir O = C[Y] vermoge ¢ als Teilring von O = C[Z] auffassen kénnen.

Ferner induziert der Ringhomomorphismus ¢ einen Kérperhomomorphismsu
der Quotientenkérper ¢: K = C(X) — L = C(Z). Das erlaubt uns, L als
Korpererweiterung von K aufzufassen. L hat Grad 3 tber K, genauer ist
L = K(«) fir « = Z und das Minimalpolynom f, von « ist f, = X3 -V,
was wir mithilfe einer primitiven dritte Einheitswurzel (5 schreiben konnen als
(X - 2)(X — GZ)(X — (2 )

Insbesondere gilt in unserem Setting O = C[Z] = Int;(O).

Setting I1.11.5: In diesem Abschnitt betrachten wir das folgende Setting:

~

O = Int,(0) = C[Z] —— Quot(O)

T

O=CY] — Quot(0) = C(Y) = K

C(Z)=1L

ceos |l

Wir fragen uns, welche Primideale p in O iiber dem Primideal p=(X—-0¢
in O liegen.

Bemerkung I1.11.6: In [Setting I1.11.5|gilt: Uber p = (Y —¢) = (Z* — ¢) liegen,
falls ¢ # 0 ist, die Primideale (Z — /c), (Z — (3v/3[c]) und (Z — (2¥/c). In
diesem Fall gilt fiir die Verzweigungs- und Tréagheitsindizes e; = 1 = f;.

Ist ¢ = 0, dann ist p = (V) = (Z)3, und dariiber liegt nur das Primideal
p=(Z), wobei e; =3 und f; = 1.

Beispiel 11.11.7 (Grad-3-Morphismus auf affiner Gerade): Sei p die Polynom-
funkktion p: C — C, x — 3. Ist ¢ # 0, dann hat c¢ die drei Urbilder /c, /c(3
und /c(2, wobei /c irgendeine Losung der Gleichung X2 — ¢ = 0 meint. Nur
c = 0 hat das einzige Urbild 0.

Fiir ¢ # 0 gibt es eine Umgebung V' von ¢, sodass p~*(V) aus drei Zusammen-
hangskomponenten Uy, Us und Uj besteht, die jeweils vermoge p homéomorph
zu V sind. Das bedeutet, dass p auf C — {0} (topologisch) unverzweigt ist.

Fiir ¢ = 0 gibt es eine Umgebung V' von p, sodass pl,-1vy: p~* (V) — V eine
3:1-Abbildung ist.

Bemerkung I1.11.8: |Beispiel 11.11.7| kann algebraisch so interpretiert werden:
C[Z] = {p: € — C Polynomfunktion} ist die C-Algebra der sogenannten
requldren Funktionen. Fir die Varietdat V' = C schreibt man die zugehorige
Algebra der reguldren Funktionen ab und an auch als C[V].
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11 Affiner Koordinatenring

Man nennt Spec™(C[Z]) = {m < C[Z] maximal} = {(X —¢) | c € C} das
maximale Spektrum von C[Z]. Die maximalen Ideale des Koordinatenrings
entsprechen bijektiv den Punkten der Varietét.

Der surjektive Morphismus p: V; = C — V5, = C, z — 23 induziert einen
injektiven Ringhomomorphismus p*: C[V5] = C[Y] — C[V4] = C[Z], f — fop,
den Pullback lings p. Wir haben gerade p*(Y) = Z3, es handelt sich bei diesem
Pullback also um unsere urspriingliche Einbettung.

Der Pullback p* induziert die Abbildung Spec™ C[Vi] — Spec™™ C[V3],
m +— (p*)~!(m) auf den maximalen Idealen der beteiligten Ringe. Im Allgemei-
nen wird man keine Abbildung auf maximalen Idealen Idealen erhalten; hier
geht entscheidend ein, dass wir mit Dedekindringen zutun haben.

Wir halten die wichtigsten Informationen nochmal in einer Zusammenfassung
fest:

e p*ist genau unsere Einbettung aus [Setting [1.11.5]

o Die verschiedenen Verzweigungsbegriffe passen in dieser Situation zusam-
men.

Fiir irreduzible glatte affine Kurven tiber C ist der Koordinatenring immer
ein Dedekindring und man kann analog vorgehen.

Als Vorbereitung fiir Abschnitt 12 méchten wir uns mit der Frage beschéftigen,
was mit dem Spektrum eines Rings beim Bilden von Quotienten geschieht.

Weiterhin gilt unsere Generalvoraussetzung an Ringe, kommutativ zu sein
und eine Eins zu haben.

Proposition I1.11.9: Seien R und S Ringe und ¢: R — S ein Homomorphis-
mus.

(i) Ist q ein Primideal in S, dann ist p = p~'(q) ein Primideal in R.

(ii) Ist v surjektiv und ist p ein Primideal in R, das den Kern von ¢ enthdlt,
dann ist q = p(p) ein Primideal in S.

Beweis: (i) Urbilder von Idealen sind Ideale. Bleibt zu zeigen, dass p prim
ist, d. h. es bleibt zu zeigen, dass fiir ein Produkt ab, das in p liegt, folgen muss,
dass a oder b in p enthalten ist. Ist ab in p, dann liegt ¢(ab) in q. Wegen der
Primalitat von q dirfen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass ¢(a) in q
liegt, d. h. a ist in p enthalten.

(ii) Wir wissen bereits: Ist ¢ surjektiv, dann sind auch Bilder von Idealen
Ideale. Seien also nun sy, s Elemente von S, sodass ab in q enthalten ist. Weil ¢
surjektiv ist, gibt es 71, 79 in R, sodass ¢(r;) = s;. Damit gilt p(r1rs) = p(s152).
Deshalb liegt r175 in ¢ !(p(p)) und da kerp in p enthalten ist, gilt sogar
0 ((p)) = p. Ohne Einschrankung liegt @ in p und damit ¢(a) in g. O
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Beispiel 11.11.10 (Gegenanzeige): (i) Seien R =7, S = Q und ¢: Z — Q,
z + z/1 die kanonische Einbettung. Dann ist ¢(Z) kein Ideal in Q. Allgemeiner
ist «(aZ) kein Ideal von Q, wenn a eine von Null verschiedene ganze Zahl ist.
(ii) Ist R = Z, S = Z/AZ und ¢: Z — 7,/47Z die kanonische Projektion.
Dann ist p = 37Z ein Primdideal in Z, aber ¢(p) = Z/4Z ist kein Primideal.

Korollar I1.11.11 (Induzierte Abbildung auf Spektren): In der Situation von
[Proposition I1.11.9 gilt: Schreiben wir

Specg(RR) = {p € Spec(R) | kerp C p},

dann induziert der Ringhomomorphismus ¢: R — S die Abbildung (von Men-
gen) ¢*: Spec(S) — Specg(R), g+ ¢ (q). Ist v surjektiv, dann ist ¢* eine
Bijektion. In diesem Fall ist @.: p — @(p) die Umkehrabbildung.

12 Primideale fiir einfache Korpererweiterungen

In diesem Abschnitt méchten wir das folgende Setting untersuchen und Prim-
ideale berechnen.

Setting I1.12.1: Seien O ein Dedekindring, K der Quotientenkorper von O,
L eine separable Korpererweiterung von K vom Grad n und 6 ein primitives
Element fiir die Erweiterung, das in O = Int;(O) liegt, d.h. L = K(0).
SchlieBlich bezeichne @' = O[f] C O.

Unser Ziel ist es also, Primideale in @ unter Verwendung von O’ zu bestimmen.
Dazu ist es zielfithrend, das grofite Ideal § in O zu betrachten, das in O’ liegt.

Definition I1.12.2 (Konduktor /Fiihrer): In der beschriebenen Situation be-
zeichne § = {a € O | a0 C O'}. Dabei handelt es sich um ein nichttriviales
Ideal von O, das Konduktor oder Fihrer von O’ in O genannt wird.

Achtung, der Konduktor hiangt ab vom gewéhlten primitiven Element.

Bemerkung I1.12.3: Dass § tatséchlich ein Ideal ist, wird als Ubungsaufgabe
zu zeigen sein; genau so, dass es sich bei § um das grofite Ideal von O handelt,
das im Unterring O’ liegt. Ist O = @', dann ist § = O’ = O.

Satz 9 (Beschreibung der Primideale in O): In|Setting I1.12.1| seien g in O[X]
das Minimalpolynom des primitiven Elements 0, p ein Primideal in O und
k= O/p, sowie § das Bild von g in k[X] unter der kanonischen Projektion
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O[X]| — k[X]. Sei g =795 --- g% die Primfaktorzerlequng von g in k[X]| und
seien g; normierte Urbilder der g;. Ist p koprim zu § N O, was bedeutet, dass
p+ (FNO) =0, dann erhalten wir die Primideale p; tiber p durch

Pi=p0+g,(0)0 (1<i<r)
Dabei sind f; = deg(g;) die Tragheitsgrade und die e; die Verzweigungsindizes.

Beispiel I1.12.4: Seien O = Z, O = Z[i] und 6 = i. Dann ist g = g; = X2+ 1
und O = @ = § = Z[i], d.h. jedes Primideal p ist koprim zu N O und die
Voraussetzungen von damit erfiillt.

Seien p eine natiirliche Primzahl und g = X? + 1 das Bild von ¢ in Z/pZ[X].
Dann gilt:

(i) Istp=2,dannist g=X?+1=(X-1)2dhr=1und gy = X — 1.
Nach [Satz 9 liegt p; = 2Z[i] + (i — 1)Z[i] = (i — 1)Z[i] iiber 2 mit Tragheitsgrad
fi=1lund e; =2.

(ii) Ist p =1 (mod 4), dann ist p von der Form 4k + 1 fiir eine natiirliche
Zahl k. Nach dem Satz von Wilson hat § = X? + 1 eine Nullstelle in Z/pZ;
namlich @ = (2k)!. Deshalb gilt § = X2 + 1 = (X —a)(X +a). Nach M
liegen iiber p die zwei Primideale

o~

pL=pZ[i]+ (- a)Z[i], P2 =pZ[i] + (i + a)Z[i]

(iii) Ist p = 3 (mod 4), dann hat § = X? + 1 keine Nullstelle in Z/pZ.
Damit ist g personlich prim in Z/pZ[X]. Aus folgt wieder: Uber p liegt
das Primideal p; = pZli] + OZ[i] = pZ][i]. In diesem Fall sind f; = 2 und
€1 = 1.

Diese Ergebnisse passen mit den Ergebnissen aus Abschnitt 10 zusammen.

Beweis: Wir mochten die Primideale p bestimmen, die in O; iiber p liegen. Nach
Korollar I1.11.11 angewendet auf den surjektiven Homomorphismus 7 : O —
(’)/p(’) steht Spec O/p(’) in 1 : 1-Beziehung zu denJenlgen Primidealen p aus
Spec O, fir die p(’) C p, was genau die Menge der p aus Spec(O) sind, fir die
pnoO=p.

Wir zeigen im Folgenden die Isomorphien O/p® = @' /p®' = k[X]/(g) von
k-Algebren.

Zuerst zeigen wir (9/ pO = O / p@’ Die Einbettung @ < O induziert den
Homomorphismus ¢: O[] = O’ — O/pO.
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Weil § N O und p koprim sind, gibt es a aus § N O und p aus p, sodass
1 = a + p. Insbesondere ist pO +5=0. Wegen § C @' haben wir sogar
pO + @ = O. Das bedeutet, dass p surjektiv ist.

Nun zur Injektivitat: Dass p(9 in ker ¢ enthalten ist, ist klar.

Andererseits ist ker ¢ = on pO Da § N O und p koprim sind, finden wir
wieder p in p und a in §N O, sodass 1 = p + a. Fir ein = aus ker p = o'n pO
haben wir = 1z = pz + az, wobei pz in p@’. AuBerdem liegt auch az in pO’
in p(’)’ wegen der Eigenschaft des Fithrers. Damit ist ¢ auch injektiv und die
erste Isomorphie ist etabliert.

Als zweites zeigen wir @’ /pO’ = k[X]/(g). Wir erinnern daran, wie wir die
Namen gewihlt haben; es waren namlich @ = O[f] und k = O/p. Wir sind in
der Situation

O[X] - kIX]
O[] = 0[X]/90[X] KIX]/(9)

(O[X]/gO1X])/(pO[X]/gO[X])
und wir haben ker py o p1 = (g, p) sowie ker(ps o p3) = (g, p). Nach dem zweiten
Isomorphiesatz gilt (O[X]/gO[X])/(pO[X]/90O[X]) = O[f]/pOlf] = O'/p0".

Die beiden etablierten Isomorphismen zeigen nun, dass
k[X]/(@) — O/pO,  [h] — [h(0)]

ein Isomorphismus ist.

Als Néchstes mochten wir das Spektrum des Rings Ry = k[X]/(g) bestimmen.
Im Hauptidealring k[X] hat g per Voraussetzung die Primfaktorzerlegung
g5' -+ g¢r. Wir haben die surjektive kanonische Projektion k[X]| — k[X]/(9).
Nach Korollar I1.11.11 haben wir erstens

Spec By «— {p € Spec(k[X]) [g € p} = {(71), -+ (9.)}:
sodass Spec Ry = {([9,]),---,([g,])}. Zweitens ist
By /([g]) = KIX1/(9)/1g:1k1X]/ (@) = k[X]/g:k[X]

ein k-Vektorraum der Dimension degg,. Insgesamt ist R;/([g;]) eine Korperer-
weiterung vom Grad deg(g;). Drittens gilt in Ry, dass

Dﬁ

([g:)" = (9) = (0).

=1
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12 Primideale fiir einfache Koérpererweiterungen

Nun bestimmen wir das Spektrum des Rings Ry = O / p@. Dazu verwenden
wir den Isomorphismus k[X]/(g) — O/pO, der durch [g] — [g(0)] definiert ist.
Nach den vorherigen Uberlegungen ist

Spec Ry = {[g:(0)] =p; | 1 <i <7},

[(O/pO)/pi : k] = deg(g;) und i, ;" = (0).

Schlieflich erhalten wir die Behauptung des Satzes wie folgt: Die Primideale
in O iiber p erhalten wir nach Vortiberlegung und dem vorangegangenen Schritt
als die Urbilder p; der Primideale p; in O/p(’)’ sodass p; = g;(0 )(’) + 0.

Auflerdem erhalten wir iiber die Grade tiber k aus dem vorangegangenen
Schritt, dass f; = [O/p; : k] = deg(g,) die zugehorigen Trigheitsgrade sind.

Und da Nj_; p* in p@ enthalten ist, wird []/_, p;* von p@ geteilt. Deshalb
gibt es geeignete ¢, < e;, sodass

pO =[] #;
=1

Weil aber n = [L : K] = degg = 37, e; deg(g;) gilt, sagt uns Satz 8, dass auch
n =31, € fi, was e; = €} impliziert. 0

Korollar I1.12.5 (Endlichkeit verzweigter Stellen): Seien 0 ein Element von
O, L = K|[f] und Homg (L, K) = {o1,...,0,}. Es bezeichne

dy=d(1,0,....0" = T[ (0:(6) — 0;(0))

1<i<j<n
die Diskriminante der Basis {1,0,...,0"'} von L tiber K.

(i) Seip ein zu FNO und dgO koprimes Ideal von 0. Dann ist p unverzweigt.

(ii) Es gibt nur endlich viele verzweigte Primideale in O.

Beweis: (i) Da p koprim zu § N O ist, kénnen wir Satz 9 anwenden. Das
Minimalpolynom gy von € lebt dann in O[X], dessen Bild in O/p[X]| = k[X] wir
wieder mit g bezeichnen wollen, und das in k[X] wieder die Primfaktorzerlegung
g = g7 -+ - g haben soll. Schliefilich bezeichne dy das Bild der Diskriminante dy
unter der kanonischen Projektion auf k[X]. Da p koprim zu dyO vorausgesetzt
ist, ist dp von Null verschieden. Wir wollen zeigen, dass ¢; = --- = ¢, = 1
und dass die Korpererweiterung O /p; von O/p fir alle p; tiber p separabel ist.
Das wollen wir tun, indem wir zeigen, dass g, keine mehrfachen Nullstellen im
algebraischen Abschluss k von k besitzt.

65
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Die Nullstellen von gy sind 0; = 01(0),...,0, = 0,(0) und bezeichnet LN
die normale Hiille von L, dann liegen die Nullstellen im ganzen Abschluss
O = Int;xu(O) C LN Insbesondere kénnen wir gy in O'[X] schreiben als
g0 = 1=, (X — 0;).

Die Situation, die wir geschaffen haben, ist im folgenden Diagramm festge-
halten:

/ C O/ C LNH

~

0O < L

]

cC 0O C K

=)

T — o) —
N

Ist p’ ein Primideal tiber p in @, dann erhalten wir eine Korperkette
O'/p' 20/p20/p =k

Bezeichnet 0 das Bild von §; in O'/p’, dann ist gop = (X —07)--- (X —6.,)
in O'/p'[X] und auBerdem ist dj = [T1<;cj<,(0; — 0;) von Null verschieden.
Deshalb sind die 8, im Erweiterungskorper O'/p’ von k paarweise verschieden
und gy zerfallt in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Mit anderen Worten:
— ... =¢, =1 und O/p ist separabel; genauer ist O/p = k(f) fiir das Bild

@ g
6 von 0 in O/p. O

13 Quadratische Korpererweiterungen und
quadratisches Reziprozitatsgesetz

Im ganzen Abschnitt seien L = Q[v/D] fiir eine quadratfreie natiirliche Zahl
D, O =0, =Int,(Z), K = Q und O = Z. Zur Einfachheit schreiben wir
0 = v/D. Weiterhin sei p stets eine natiirliche Primzahl.

Aus Beispiel 11.2.13 wissen wir: Ist D = 2,3 (mod 4), dann ist © = Z[v/D]
mit Ganzheitsbasis {1,+/D} und Diskriminante 4D = d.

Ist D=1 (mod 4), dann hat K den Ganzheitsring O = Z[1(1+ v/D)] mit
Ganzheitsbasis {1, 2(1 4+ v/D)} und Diskriminante D = d.

Aufgabe 2 von Blatt 9 sagt uns auBerdem: Da [O : Z[v/D]|Z = 27Z nicht
von p geteilt wird, lasst sich Satz 9 auf p anwenden. Das Minimalpolynom
von = /D ist gg = X? — D, welches fiir p # 2 auf g, = X*> — D in F,[X]
projiziert wird. Nun gibt es drei mogliche Falle:
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13 Quadratische Korpererweiterungen und quadratisches Reziprozitéitsgesetz

(i) Ist D = 0, dann ist g, = X? und Satz 9 liefert uns, dass pO = p2. In
diesem Fall ist p totalverzweigt.
(ii) Ist D # 0 und hat X* = D eine Lésung in I, dann liefert Satz 9, dass
pO = p1p2, d. h. p ist vollzerlegt.
(iii) Ist D # 0 und hat X? = D keine Losung in I, dann ist pO bereits selbst
prim und p ist trage.

Definition I1.13.1 (Legendre-Symbol): Seien p eine natiirliche Primzahl und
a ein Element von IF. Die durch

p —1, falls X? = a keine Losung in I, hat,

(a) _ {1, falls X? = a in IF,, eine Lésung hat,
p

definierte Funktion heifit Legendre-Symbol. Ist (%) = 1, dann heifit a ein
quadratischer Rest.

Proposition I1.13.2 (Verzweigtheit in quadratischen Zahlkorpern): Sei p ei-
ne ungerade Primzahl. Genau dann wird D von p geteilt, wenn p totalverzweigt
ist. Wird D nicht von p geteilt und ist (%) =1, dann ist p vollzerlegt. Wird D

nicht von p geteilt und ist (%) = —1, dann ist p trdge.

Die Behauptung der obigen Proposition folgt aus der vorausgegangenen
Voriiberlegung.

Bemerkung 11.13.3 (Legendre-Symbol als Gruppenhomomorphismus): (i)
Fir eine Einheit a aus F), gilt (}) = aP=1)/2,
(ii) Sind @ und b Einheiten aus F,, dann gilt (%’) = (%)(%), d.h. die Abbil-

dung (=): F) = {+£1,-}, a > (3) ist ein Gruppenhomomorpismus.

(iii) Der zugehorige Homomorphismus ist surjektiv, d. h. es gibt Einheiten
in IF, die keine Wurzel besitzen.

(iv) (Fx)* ={a*| a € F}} ist eine Untergruppe von F. Genauer gesagt
hat diese Untergruppe Index 2 in IJ. Insbesondere gibt es genau so viele
quadratische Reste in ) wie Einheiten, die keine quadratischen Reste sind.

(v) Aus (iv) folgt sofort: 35 cpx (%) = 0.

Wir zeigen Aussagen (iv) und (i). Aus diesen folgen dann alle anderen
Behauptungen. Sei ¢: I — F 7 die durch a — a® definierte Abbildung. Diese
ist ein Gruppenhomomorphismus und (F))* = im¢ ist eine Untergruppe

67



Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

von I, Den Index kénnen wir nun bestimmen, indem wir den Kern von ¢
bestimmen, aber dieser ist gerade ker ¢ = {£1}.

Wir wissen, dass Einheitengruppen endlicher Korpern zyklisch sind. Genauer
ist ]F; von Ordnung p — 1. Ist ¢ ein Erzeuger der Einheitengruppe, dann ist

' =1 und P12 = —1. Fiir a = ¢* ist dann
po1 po1y 1, genau dann, wenn £ gerade ist,
az =c =
—1, genau dann, wenn k ungerade ist.

AuBerdem folgt fiir k gerade, dass () = 1 und ist k ungerade, dann ist () = —1;
zum Beispiel wegen Aussage (iv).
Behauptung (ii) folgt wegen (i) aus den Potenzgesetzen, und (iii) folgt direkt

aus (iv). Schlielich ist (v) auch klar wegen (iv).

Satz 10 (GauB3sches Reziprozitatsgesetz): Sind { und p verschiedene ungerade
Primzahlen, dann ist

Ferner gelten

(). ()

Beweis: Dass (_71) den angegebenen Wert hat, zeigt |Bemerkung H.13.3|(i).

Fiir (%) rechnen wir in Z[i]. Dazu verwenden wir die Gleichungen (1+1)? = 2i
und (1 +1i)? =141iP (mod p). Mithilfe dieser konnen wir schreiben

P

(i) = (D) +2)F = (1+)2)F = (1 +Di*F 27

sodass (1 + 1)sz_l(%) =1+ i(—l)% (mod p). Nun unterscheiden wir Félle.
Ist 251 gerade, dann ist (1—1—1)(—1)%(%) = 1+i (mod p),d.h. (3) = (-1
(mod p).

Ist 21 ungerade, dann haben wir (1 + i)i(—l)p%:i(%) =1-1i (mod p) und
erhalten daraus (%) = (—1)%rl (mod p).
Um beide Falle zusammenzufithren verwenden wir, dass i

7%1@. Damit erhalten wir im ersten Fall

g PtL

05 = ()T =0 = () moan,



13 Quadratische Korpererweiterungen und quadratisches Reziprozitéitsgesetz

Weil auf beiden Seiten 1 oder —1 steht, ist das sogar eine ehrliche Gleichheit.
Im zweiten Fall verfahren wir genau so und erhalten

2

()" = (1)) T = (- = (2) .

p

{—1 p—

Nun zum allgemeinen Fall, d.h. (f;)(%) = (=1)= . Dazu betrachten

wir eine eine primitive (-te Einheitswurzel ¢ und rechnen in Z[(]. Sei 7 =
Zae]F;; (%)Ca'

Als erstes zeigen wir, dass 72 = (54)f. Um das zu tun verwenden wir die
Identitéiten (3) = (1), und (%) = (5°) genau dann, wenn (') = 1. Es gilt

) 5. 00

a,bE]Fé<
S ( cot
a,bG]FZ< ¢
ab_1>
— Z ( Cafb
a,bG]Fg< ¢
_ C\ rbe—b
- 2 (i)
b,cel;
c b(o— 1
- ¥ (P r ey (3)
ceF —{1} bel bel
Unter Verwendung von ¢ = (¢! erhalten wir ZbeF; ¢l = Zbele ¢ =1,

sodass
(‘;)72 = (-)(-)+L-1=1,

was wir zeigen wollten.
Als zweites setzen wir die eben bestimmte Gleichheit ein. Mithilfe von

(ﬁ) = ("% (mod p) und (F) = (—1)%7 folgt

=) T = r((-)F) 7 (5) (mod ). 21

Andererseits gilt aber auch

=2 (= (=0 5 (@

acF ) acF ) a€clFr

(]2) 7 (mod p)

(2.2)
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Die |Gl (2.1) and |(2.2)| ergeben deshalb, dass

(2) 0¥ (0) o

p

{—1 p—1
2

Damit ist () = r(—1)7 “7 (£) (mod p), weshalb (2)(£) = (1) "= wie
gewiinscht. O

14 Hilbertsche Verzweigungstheorie

In diesem Abschnitt méchten wir Verzweigungstheorie fiir Dedekindringerwei-
terungen, falls die entsprechende Korpererweiterung normal ist, studieren. In
diesem Abschnitt folgen wir [Setting I1.12.1] wobei wir zusatzlich fordern, dass
L eine galoissche Korpererweiterung von K ist. Es bezeichne G die Galois-
gruppe Gal(L|K) = {oy,...,0,} und 6 in O sei ein primitives Element fiir die
Korpererweiterung L, d.h. L = K(6).

Erinnerung: Genau dann ist die Korpererweiterung L|K normal, wenn L
Zerféllungskorper von K ist. Das ist dquivalent dazu, dass das Minimalpolynom
fo in K[X] fir jedes a aus L tber L in Linearfaktoren zerfillt, weshalb
Hompg (L, L) = Aut(L|K).

Genau dann ist die Korpererweiterung L|K galoissch, wenn sie separabel
und normal ist. Das tritt genau dann ein, wenn |Aut(L|K)| = [L : K] = n und
in diesem Fall schreiben wir Gal(L|K) = Aut(L|K).

Proposition I1.14.1 (Galois-Aktion auf Primidealen): Seien p ein Primideal
inOundp=pnN0O.

(i) Fiir jedes o aus Aut(L|K) ist o(p) ein Primideal, das tiber p liegt.

(ii) Die Gruppe Gal(L|K) operiert transitiv auf der Menge der Primideale in
O, die tiber p liegen.

Beweis: (i) Es gilt 0(0) = O, da (’A)A ganzabgeschlossen ist. Man rechnet
direkt nach, dass o(p) ein Primideal in O ist. Weil 0| = idk ist, ist erst recht
olo =idp und o(p)NO =0a(pNO) = p.

(ii) Aus (i) folgt, dass Gal(L|K) auf der Menge der Primideale operiert.
Bleibt zu zeigen, dass diese Aktion tatsdchlich transitiv ist, d.h. dass die
Aktion nur eine Bahn hat. Seien dazu p und q Primideale in O, die iiber p
liegen. Per Definition ist pN O =p = N O. Angenommen, p und q lagen nicht
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14 Hilbertsche Verzweigungstheorie

in derselben G-Bahn. Dann wére g koprim zu oy(p), . . ., 0, (p). Per chinesischem
Restsatz giabe es dann ein z in O, sodass

r=0 (modq), z=1 (modoi(p)), ... =1 (mod o,(p))

und fiir dieses x wére einerseits Ny x(x) = [[7L; 0;(z) enthalten in q, weil x im
Produkt auftaucht, aber da die Norm ganz ist andererseits auch in O, d.h. in
p.

Weil z fiir jedes o aus G in keinem der o;(p) enthalten wére, wéiren auch die
o1(z),...,0,(x) nicht in p enthalten. Da p prim ist, konnte Ny x () nicht in p
enthalten sein, und so kénnte Ny x(x) nicht in p liegen. Unsere Annahme war
also falsch und die Aktion ist transitiv. O

Definition I1.14.2 (Invarianten der Aktion): Sei p ein Primideal in O.

(i) Wir schreiben G5 fiir den Stabilisiator Stabg(p) und nennen G5 die
Zerlegqungsgruppe von .

(ii) Wir schreiben Z; = {r € L | Vo € G;: o(x) = 2} = L% und nennen
das den Zerlequngskérper von p.

Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist Gal(L|Z;) = Gj.

BemeIA'kung I1.14.3 (Bedeutung der Zerlegungsgruppe): Seien p ein Primide-
al in O und p ein Primideal in O, sodass p tiber p liegt. Nach der Bahnformel
gilt

G /G5 < Gp = {q Primideal iiber p}.

Insbesondere ist [G : G5] die Anzahl der Primideale tiber p, welche wir wie
frither mit r bezeichnen.

Genau dann ist G; = {1}, wenn 7 = [G : G;] = |G| = n, also genau dann,
wenn p vollzerlegt ist.

Genau dann ist G = G, wenn p unzerlegt ist, d.h. wenn r = [G': G;] = 1.

Fiir einen Automorphismus o aus G ist G, = o loGso0.

All diese Behauptungen sind direkte Konsequenzen aus Proposition 1.14.1
und den Definitionen.

Bemerkung 11.14.4 (Bei Normalitiit gleiche Verzweigungsdaten pro Faser):
Sei math frakp® = p$* ---pe die Primidealzerlegung und f; = [O/p; : O/p]
die zugehorigen Tragheitsgrade. Aus der Normalitiat der Koérpererweiterung
folgt dann ey =--- =e¢, und f; =--- = f,.
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Beweis: Nach |[Proposition I1.14.1| gibt es ein 0; in G, sodass o;(p1) = pi, d. h.
o; induziert einen Isomorphismus O /p1 = O /pi. Beides sind Vektorraume tiber
k = O/p, weshalb f; = f;.

Genau dann wird pO von p¥ geteilt, wenn p® in p¥ enthalten ist, was
wiederum dquivalent ist dazu, dass pO in (o(p;))* = p¥ enthalten ist. Damit
gllt €1 = €;. O

Insbesondere gilt also pO® = [T}, 0i(p), wenn oy, ..., 0, ein Nebenklassen-
vertretersystem von Gy, in G ist.

Wir betrachten die Kette von Kérpererweiterungen K C Z; C L. In diesem
Fall gilt O N Zs = Intg, (O) = O, und die Situation stellt sich dar wie in
folgendem Diagramm abgebildet:

p C O C L

s | |
pnO,=p, c Oy C an:LG?

TN

p C (@] C K

Hierbei ist pz vollzerlegt und p unverzweigt, wie wir in der nichsten Proposition
festhalten wollen.

Proposition IL.14.5: Sei p ein Primideal in O dber dem Primideal p in O.
Ferner bezeichne pz =p N Oy das dazwischenliegende Primideal. Seien e der
Verzweigungsindex, f der Trdagheitsgrad und k die Anzahl der Primideale in @,
die tber p liegen. Dann gilt:

(i) pz ist unzerlegt in L|Zs, d. h. p ist das einzige Primideal in O iber p.

(i) p hat dber Pz den Verzweigungsindex e und den Tragheitsgrad f, d.h.
pzO =p° und [O/p: Oz/pz] = [.
(ili) pz dber p ist vollzerlegt, d. h. Verzweigungsindex 1 und Trigheitsgrad 1.

Beweis: Zu (i): Per Definition ist Z; = LG?, weshalb Gal(L|Z;) = G;. Nach
IBemerkung I1.14.3|ist p, unzerlegt.

Zu (ii) und (iii): Es bezeichne ¢’ den Verzweigungsindex von p tiber pz und
¢” den Verzweigungsindex von pz iiber p. Analog notieren wir f' und f” fir
die Tragheitsgrade. Wir haben also Zerlegungen p;O = p¢ --- und pOy = p
sodass pO = (p0,)O = (p2)¢" - - - und ¢'e” = e.
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Zweitens haben wir die Kette von Kérpererweiterungen O/p C Oy /py C
@/ﬁ, deren Grade f” respektive f’ sind; sodass f = f'f".

Nach gilt fiir die Kérpererweiterung L|K, dass n = [L : K| = efr,
wobei r = [G : Gg], und genauso haben wir fiir L|Z;, dass [L : Zj] = €'f'1
sowie [L: Z3] = |G5| = |G|/[G : G5l =n/r = ef, d.h. es gilt ef = €' f’. Wegen
e=¢e” und f = f'f” erhalten wir damit e’ f” = 1, sodass ¢’ = f” = 1; genau
so fiir ¢/ und f’. O

Definition I1.14.6 (Restklassenkdrper ): Sei p ein Primideal in O. Dann heift
k(p) = O/p der Restklassenkdrper von p.

Bemerkung 11.14.7 (Restklassenkorper fiir pz): Fiir die Primstellen py im
Zerlegungskorper tber p gilt nach [Proposition I1.14.5 dass [k(pz) : k(p)] =
f” = 1. Deshalb ist k(p) = k(p) = O/p, und fiir diesen Korper schreiben wir k
wie sonst.

Proposition I1.14.8 (Normalitét steigt ab): Sei p ein Primideal in O. Ist L
normal iber K, dann ist k(p) normal diber x(p).

Beweis: Wir schreiben k = k(p) = O/p wie gewohnt. Seien @ ein Element von
k, g in k[X]| das zugehorige Minimalpolynom und « ein Urbild von @ in OclL.
Schliefllich bezeichne f das Minimalpolynom von a.
Zunichst gilt f(a) = 0, weshalb f(@) = 0 ist, und g von f geteilt wird.
Weiter ist L|K eine normale Erweiterung, d.h. f = [T, cpom 2.7)(X — (@),
wobei o(a in L liegen, und sogar ganz sind. Also zerfillt f iiber O /p) = k(p)
in Linearfaktoren. Damit auch g und x(p) ist normal tiber k. O

Wir halten fest: Ist p das einzige Primideal tiber p, dann gilt fir jedes o
aus Gal(L|K), dass o(p) = p. Die Aktion von G auf O steigt also ab zu einer
Aktion auf k(p).

Lemma II1.14.9 (Abstieg der Galois-Aktion): Seien p ein unzerlegtes Primide-
al dber p und k = O/p. Dann ist der folgende Gruppenhomomorphismus
surjektiv:

p: G = Gal(L|K) — Auty(x(p)), o— (a+pr—ola)+p)

Beweis: Sei 7 in Auty(x(p)). Wir suchen ein o aus Gal(L|K), sodass ¢(0) = 7.

Bezeichnet E' den separablen Abschluss von k in #(p) = O/p. Dann ist E' = k(0)
fiir ein geeignetes 6 aus E C k(p) = O/p.

73



Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

Seien nun g das Minimalpolynom von 6 in k[X], 8 ein Urbild von 8 in O
und f das Minimalpolynom von 6 in O[X]. Dann ist f das Bild von f in k[X].
Nach der vorangegangenen Proposition zerfallen f, f und ¢ in Linearfaktoren
und f wird von g geteilt.

Ist () eine Nullstelle von g, dann ist (X — &(f)) ein Linearfaktor von g
und damit von f. Das heift es gibt ein Urbild # in O, sodass 7(f) in x(p) liegt
und ¢ eine Nullstelle von f ist, da f iiber O in Linearfaktoren zerfillt. Es gibt
also ein o in Gal(L|K), sodass o(6) = 0'.

Ist o(0)(0) = o(0), dann ist p(0)|g = o|g, weshalb T Lop(c) in Aut(k(p)|E)
liegt. Aber es gilt Aut(k(p)|E) = {id}, da die Erweiterung x(p) von E rein
separabel ist, und damit ist 7 = ¢(0). O

Proposition I1.14.10 (Aktion der Zerlegungsgruppe auf «(p)): Die Aktion der
Galois-Gruppe Gal(L|K) induziert den folgenden surjektiven Gruppenhomo-
morphismus:

p: Gy — Aut(k(p)|r(p)),  or— (a+p—0ola)+p)

Weil Primideale in L unzerlegt iiber Primidealen in Z; liegen und G; =
Gal(L|Z;) ist, folgt die Behauptung aus Lemma I1.14.9 und Bemerkung 11.14.7.

Definition I1.14.11 (Trégheitsgruppe und Trégheitskorper): Sei¢: G5 — Aut(k(p)|#(p))
der Gruppenhomomorphismus aus [Proposition I1.14.10 Die Menge

L=kerp={o€Gal(L|K)|VacO:o(a)=a (modp)}

heifit Trigheitsgruppe zu p, und

L=LS={rel|VoeL:o(x)=ua}

heifit Trigheitskorper zu p.

Die Bezeichnung [; rithrt vom englischen Wort inertia fir Trégheit her. Uber
den Hauptsatz der Galois-Theorie haben wir die Korrespondenz

{id} L

kerp = L; 5
—

Gal(L|K) =G K
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Bemerkung 11.14.12 (Kurze exakte Tragheitssequenz): Wir haben die kurze
exakte Sequenz:

{id} I €h Aut(k(p)|k(p)) —— {1}

Proposition I1.14.13: Fir jedes Primideal p in O gilt:

(i) Die Erweiterung T;|Z; ist normal und dazu gehdren die Galois-Gruppen
Gal(T;| Z;) = Aut(k(p)|k(p)) sowie Gal(L|T;) = L.

(ii) Ist k(p)|k(p) separabel, dann ist || = [L : T5] = e und (G5 : ] = [T;

P P
Z)=f.

(i) Ist k(p)|w(p) separabel und bezeichnet pr = p N Ty, dann ist der Verzwei-
gungsindex von p tiber pr gleich e und der Trigheitsgrad ist 1. Ferner ist
der Verzweigungsindex von pr tiber py eins und der Trigheitsgrad ist f.

Beweis: (i) Die Trégheitsgruppe I ist normal in G5. Der Hauptsatz der
Galois-Theorie schligt also zu und sagt uns, dass Gal(T;|Z;) = G;/L;. Die
Tragheitsgruppe haben wir so gebaut, dass dieser Quotient gerade isomorph zu
Aut(x(p)|s(p)) ist. Ferner ist 75 per Konstruktion der Fixkérper der Tragheits-

gruppe.

(ii) Ist der Korpererweiterung x(p)|r(p) separabel, dann haben wir die Glei-
chung
F O st B ) = [569) : )] = 7.
Ll 5
(iii) Konnen wir zeigen, dass x(p7) = k(p), dann folgt, dass der Tragheitsgrad
von p tiber pr eins ist. Dann muss der Verzweigungsindex von p iiber pr gleich
e sein, was fir den Verzweigungsindex von pr tiber p liefert, dass dieser gleich
ef/e = f sein muss. Die Verzweigungsindizes zwingen dann den Tragheitsgrad
von pr iiber p eins zu sein. Die fehlende, eingangs erwihnte Gleichheit zeigen
wir in der folgenden Bemerkung. U

Bemerkung I1.14.14: Es gilt x(pr) = #(p). Seien ndmlich L' = T5 und K’ = Z;.
Dann erhalten wir aus Lemma 11.4.9 einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus

Gal(T;|Z;) — Aut, g, (s(br).
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15 Zyklotomische Korper

In diesem Abschnitt mochten wir die sogenannten zyklotomischen Korper
untersuchen. Das sind Korpererweiterungen des Korpers der rationalen Zahlen
um primitive n-te Einheitswurzeln. Einerseits mochten wir einsehen, dass
Ok = Z[(] wenn ( eine n-te primitive Einheitswurzel und K = Q][] ist,
andererseits mochten wir die Primideale in diesem Ganzheitsring bestimmen.

In diesem Abschnitt seien stets ¢ eine positive Primzahl und ¢, = ( eine
primitive n-te Einheitswurzel.

Erinnerung II.15.1: Der Grad der Koérpererweiterung ist d = [Q[(] : Q] = ¢(n).
Die Korpererweiterung Q[¢] tber Q ist galoissch. Genauer ist

Gal(Q[c]|Q) = {oi mit 0i(¢) = ¢' |0 € (Z/nZ)*} = (Z/nZ)".

Fiir jede natiirliche Zahl k gilt (X — 1)(X* ! 4+ X*2 4 ... 4+ 1) = X -1,
weshalb
Xk: -1 k—1

=1

Fiir X = 1 erhalten wir insbesondere, dass n = (1 —¢)--- (1 = ¢ "). Ist n = ¢
eine Primzahlpotenz, dann gilt fiir d = o(n) = F~1(¢ — 1):

D G| .
B 7;/}% - X0 1 =X 4+ 4+ X
k-1 -

ekfl

Pn + 1.

Lemma I1.15.2: Ist g eine Einheit in Z/nZ, dann liegt ¢, = (1 —¢9)/(1 — ()
im Ganzheitsring Of.

Beweis: Nach [Erinnerung I1.15.1]ist ¢, = ¢,(¢) = ¢t + -+ + 1 ganz. Wir
wissen, dass ;1 = (1 — ¢)/(1 — ¢9). Fiir ¢’ mit g¢' = 1 (mod n) erhalten wir
(99" = ¢, und so folgt
1 — (99
1= @)

=T — ) =T O

was ebenfalls ganz ist. O

Proposition I1.15.3: Sei n die Primzahlpotenz (*.

(i) Es gilt £O = (1 —¢)?™ und (1 — ) ist ein Primideal mit Trigheitsgrad 1.
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15 Zyklotomische Korper

(ii) Ist s = (*"1(kl — k — 1), dann gilt fiir die Diskriminante der Korperer-
weiterung beziiglich der Standardbasis, dass d(1,¢, ..., (P = £¢5.

(iii) Der Ganzheitsring ist O = Z[¢] und {1,(, ..., (?™~1Y dst eine Ganzheits-
basis.

Beweis: (i) Nach [Erinnerung 11.15.1) ist £ = ¢,(1) = [ez/mz)x (1 — (7).
Wir haben die Darstellung 1 — (¢ = ¢4(1 — (), ¢, = (1 —¢9)/(1 — (),
und das vorangegangene Lemma sagt uns, dass €, ganz ist. Das heifit £ =
(Iyez/nz)* €4)(1 = ¢)?™, und der erste Faktor dieses Produkts ist ganz. Insge-
samt folgt (¢) = (1 — ¢)#™),

(ii) Wir wollen zeigen, dass d(1,¢, ..., ¢?M™M 1) = £0° fiir s = (A~ (k{—k—1).
Seien (i, ..., Cy(n) die primitiven n-ten Einheitswurzeln; genauer mochten wir
haben, dass ¢; = 0;(¢). Nach Proposition 1.2.5 ist

d(17<7”'7<¢(n)_1) = H (CJ _Ci)2 = iHH(CJ _CZ)

1<i<j<n i=1 j£i

Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, = [[7% (X — ¢;) hat die Ableitung ®/, =
POV L(X = ¢), sodass ®/,(C) = T1;.(X — ¢;), weshalb

d d
d(1,¢,....¢?" 7Y = £ [[ €(G) = [] 2.(0:(Q)) = £Nggia(@;,(0))-
i=1 i=1
Verwenden wir nun die Formel @, = (X% —1)/(X*™" — 1) fir n = ¢*, dann
erhalten wir, dass (X* ' —1)®, = X — 1 und so
X = (X 1) ().

Einsetzen von ( in diese Gleichung gibt ¢5¢% ! = @;(C)(Cﬁk_l —1). Schreiben
wir € fiir ¢, dann wird diese Gleichung zu ¢5¢~! = ®’ (¢)(€ —1). Wir halten
fest, dass & selbst eine primitive /-te Einheitswurzel ist. Einerseits ist

ekfl

-1

Ngigiq = [J(€—1) = +¢

i=1

nach 1.15.3(iii) und andererseits ist

Nouio(€ — 1) = Nogia(Nogiag (€ — 1)) = Negie((6 — D) = =647

SchlieBlich ist Ngy(¢™!) = £1, weil (7! eine Einheit in O ist. Nun haben
wir alles zusammen um die Diskriminante zu berechnen:
gkg‘—l (gk)&p(n)

d(1,¢,.... P = £Ngigja <§_1) =t = L
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Kapitel 2 Algebraische ganze Zahlen

(iii) Nach Satz 1 ist £°O enthalten in Z[(], und das ist enthalten in O. Aus (i)
folgt, weil der Tragheitsgrad 1 ist, dass O/(1 — () = Z/{Z. Schreiben wir A fir
1—¢, dann ist O = AO+7Z, weshalb erst recht O = A\O+Z][(] gilt. Multiplizieren
mit A liefert A\O = A\?O + MZ[(], d.h. O = X\20 + N\Z[¢] + Z[¢] = \*O + Z[(].
Induktiv erhalten wir so, dass O = MO + Z[(] fiir alle natiirlichen Zahlen t.

Wir setzen ¢ = sp(£%). Nach (i) ist £O = A\?)O, sodass O = 50 + Z[(].
Wegen Satz 1 ist £°O enthalten in Z[(], d.h. O = Z|[(]. O

Proposition I1.15.4 (Ganzheitsring und Ganzheitsbasis): Fir eine natirliche
Zahl n gilt ebenfalls O = Z[¢] und {1,¢,...,(¥™~1} ist eine Ganzheitsbasis
von O.

Beweis: Seien n = (}' ---(* die Primfaktorzerlegung und ¢; = "/ 4" Dann
ist ¢; eine primitive /fi-te Einheitswurzel und o(£5) der Grad der Korperer-
weiterung [Q[¢;] : Q). Weil wir die (; teilerfremd konstruiert haben, gilt
Q[¢] = Q[G] - - Q[¢] nach dem Chinesischen Restsatz. Induktiv kénnen wir
deshalb fiir 1 <17 < r zeigen, dass

{CImszl my € {O,_,,,gp(flfl)},,,_’mi S {07’90<£fz)}}
eine Ganzheitsbasis von Q[(, . . ., ;] ist, und dass die Primteiler der zugehorigen
Diskriminanten /1, .. ., ¢; sind. Das folgt aus Proposition 11.2.17 und Proposition

I1.15.3. Insgesamt erhalten wir also, dass

{¢m - ¢m™ fmy €{0,..., 00}, ... ,m €{0,..., (€)1}

eine Ganzheitsbasis von O ist. Weil jedes Produkt ¢;"* - - - (" eine Potenz von
( ist, folgt daraus die Behauptung. ([l

Im Folgenden schreiben wir O fiir den Ganzheitsring von K = Q[(].

Lemma I1.15.5: Seien p eine Primzahl und p ein Primideal in O diber pZ..
Wir schreiben n = p“»m, wobei ggT(p,m) = 1. Dann gilt fir jede p*»-te
Einheitswurzel n;, dass n; =1 (mod p).

Beweis: Weil Q[(] die n-ten Einheitwurzeln enthéalt, und p*» ein Teiler von n
ist, liegt n; in O. Um die Behauptung zu zeigen, zeigen wir, dass n; — 1 in p
liegt. Dazu verwenden wir, dass (X —1)?” = X" —1 (mod p) per binomische
Formel. Anders ausgedriickt ist (X — 1)?” von der Form X?” — 1 + f fiir
irgendein f aus pZ[X]. Also gilt

(n; — P =0+ f(n;)

fir f(n;) in pO. Deshalb ist (7; — 1)?” in pO enthalten, was wiederum in p
liegt. Deshalb ist n; — 1 in p, was wir zeigen wollten. U
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15 Zyklotomische Korper

Satz 11 (Primideale in Kreisteilungskorpern): Sei p eine Primzahl und es be-
zeichne v, = max{k € N | p* | n}, f, = min{f € N | p/ =1 (mod n/p™)}. Ist
¢ eine n-te Finheitswurzel, dann ist

pOx = (p1 - .ET)so(p”P)

die Primidealzerleqgung in K = Q[(]. Hierbei sind py, ..., P, paarweise verschie-
dene Primideale tiber pZ und der Trigheitsgrad ist f,.

Zunéchst stellen wir eine Voriiberlegung fiir den Beweis an. Fiir eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ im algebraischen Abschluss von I, mdchten wir [IF,[(] : TF]
bestimmen.

Sei dazu K ein Erweiterungskorper von IF), vom Grad h. Die Einheitengruppe
K> besteht aus Einheitswurzeln und ist zyklisch vom Grad p" — 1. Genau dann
enthilt K eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn p” — 1 von n geteilt wird.

Der kleinste Korper, der ¢ enthalt, hat nach unseren Uberlegungen also Grad
min{f | p/ =1 (mod n)}. Weil dieser Kérper F,[(] ist, haben wir damit den
Grad bestimmt, den wir bestimmen wollten.

Beweis: Die Strategie wird natiirlich sein, Satz 9 zu verwenden, weil wir mit
einer primitiven Korpererweiterung zu tun haben und das Minimalpolynom
des primitiven Elements kennen. Im Folgenden schreiben wir O = Ok. Weil
Ok = Z[¢] ist, ist F = O und Satz 9 kann auf alle Primelemente p in Z
angewendet werden.

Sei g = ®,, das Minimalpolynom von ¢ in Z[X] und wie in Satz 9 bezeichne g
das Bild von g in IF,[X]. Wir wollen zeigen, dass g zerfillt als g = (p - - - p,)?*"),
wobei Py, ..., P, paarweise verschieden, irreduzibel und von Grad f, sind.

Weil Q[¢] normal tiber Q ist, sind die Exponenten in der Primfaktorzerlegung
von ¢ alle gleich.

(i) Wir zeigen die Behauptung, falls p kein Teiler von n ist. Dann ist die
Abbildung 1,(Ok) = 1n(Ok/p), a — @ ein Isomorphismus.

Die Abbildung ist injektiv, denn fiir ein a in u,(Ok) — {1} ist Nullstelle von
h=X"14+X"24...41. Wire a =1 mod p, dann wire O = h(a) = n
(mod p). Weil aber n nicht zu pZ gehort, gehort es erst recht nicht zu p.

Die Surjektivitéit folgt, weil alle beteiligten Gruppen endlich sind und Ele-
mente gezahlt werden konnen.

Insbesondere ist das Bild ¢ von ¢ in Ok /p eine primitive n-te Einheitswurzel
und fiir k(p) = Ok /p gilt

Z/nZ = pn(k(p)) € K(p)"
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sodass |k(p)| — 1 von n geteilt wird. Deshalb gilt I, C F,[¢] C k(p), wobei
[F,[¢] : Fp] = fp per Voriiberlegung, d.h. F,[] = F s, .

Wir wollen zeigen, dass ®,, = p, - - - P, fiir paaarweise verschiedene irreduzible
Polynome p,, ..., p, vom Grad f,. Dazu betrachten wir die Primfaktorzerlegung
®,, = p, - - - P, mit moglicherweise gleichen Faktoren.

Weil ¢ eine Nullstelle von ®,, ist, folgt, dass ¢ eine Nullstelle von ®,, ist.
Deshalb ist ¢ Nullstelle eines der Primteiler p,. Weil die p; aber irreduzibel in
IF,[X] sind, muss dasjenige p;, das ¢ zur Nullstelle hat, das Minimalpolynom
von ( sein. Entsprechend ist [F,[(] : F,,] = f, per Voriiberlegung.

Andererseits hat ®,, nach der Voriiberlegung genau ¢(n) verschiedene Null-
stellen, was genau der Grad von ®,, ist. Somit sind py, ..., D, verschieden.

(ii) Sei nun p ein Teiler von n und schreibe n = p’»m mit ggT(m,p) = 1.
Weil wir in der Algebra etwas iiber den chinesischen Restsatz gelernt haben,
wissen wir, dass fi, X fiyre — fn, (&,m5) — &n; ein Isomorphismus von Gruppen
ist. Wir konnen das Kreisteilungspolynom ®,, schreiben als

P, = 11 (X — &)

&) primitive
n-te Einheitswurzel

= I &-am= T X-&?* (modp).

& primitiv in pm &; primitiv in g,
7; primitiv in Hyvp

Hierbei ist p eines der Primideale in Oy iiber pZ. Die letzte Gleichheit in
der obigen Gleichung kommt von Lemma I1.15.5. Deshalb ist ®,, = ®£*™)
(mod p).

Bezeichnet ®,,, das Bild von ®,, in IF,[X], dann wissen wir aus Schritt (i),
dass ®,, die Primfaktorzerlegung ®,, = p, - - - p, mit irreduziblen, paarweise
verschiedenen Polynomen p; von Grad f, in F,[X]| hat. Damit erhalten wir die
gewiinschte Aussage fiir ®,, = (7, - --p,)??"). O

Korollar I1.15.6 (Verzweigtheit und Vollzerlegtheit):

(i) Eine Primzahl p ist verzweigt in Q[(,] genau dann, wenn n von p geteilt
wird und falls p nicht 2 oder n # 2 (mod 4) ist.

(ii) Sei Q[C,] ein echter Erweiterungskorper von Q. Genau dann ist p vollzer-
legt in Q[C,], wenn p =1 (mod n) und p # 2.

Beweis: (i) Fiir die Verzweigtheit miissen wir nichts weiter beachten, weil
die Kérpererweiterung (p) von F,, immer separabel sind. Wir miissen deshalb
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15 Zyklotomische Korper

nur zeigen, dass alle Verzweigungsindizes 1 sind. Es ist also p unverzweigt genau
dann, wenn

p»(p—1), fallsvy, >0,

1= Yp) —
o) {1, falls v, = 0.

Der untere Fall tritt genau dann ein, wenn p kein Teiler von n ist, und der
obere Fall tritt genau dann ein, wenn p =2 und v, =1, d.h. n =2 (mod 4).

(ii) Genau dann ist p vollzerlegt, wenn p unverzweigt und f, = 1 ist. Das
ist dquivalent dazu, dass p unverzweigt und p =1 (mod n/p*?). In (i) haben
wir uns iiberlegt, wann p unverzweigt ist, und beide Bedingungen zusammen
reduzieren sich auf p = 1 (mod n) oder p = 2 und n = 2. Aber p = 2 und
n = 2 haben wir dadurch ausgeschlossen, dass wir eine echte Koérpererweiterung
haben wollen. 0J

Proposition I1.15.7: Seien nunn = £ prim, ¢ = (;, und * = (—1)%6 = (F).
Die Primzahl p ist vollzerlegt in Q[v€*] genau dann, wenn p in Q[C] in eine
gerade Anzahl von Primidealen zerfdillt.

Beweis: Sei 7 =3, px (7)¢¢ die GauB-Summe. Im Beweis des quadratischen

Reziprozitéitsgesetzes (Satz 10) haben wir uns iiberlegt, dass 72 = (4 )0 = (*.
Insbesondere ist Q[v/¢*] = Q[7] C Q[¢,).

,==": Sei p vollzerlegt in Q[7], d.h. pOq[;} = §1q2 mit verschiedenen Idealen
41, Go2. Die Gruppe U = Gal(Q[(/]|Q[7]) hat Index 2 in der Galois-Gruppe
G = Gal(Q[¢] : Q). Ein 0y aus G — U bildet die Primideale in Q[(,] tiber
g1 bijektiv auf die Primideale in Q[(,] tiber g, ab, weshalb die Anzahl der
Primideale in Q[(,], die tiber p liegen, gerade ist.

,<=": Die Anzahl sei gerade und es sei p ein Primideal in Q[(,] tiber p. Die
Zerlegungsgruppe G = Stabg(p) gehért zum Zerlegungskérper Z; und nach
der Bahnformel ist G : G5] die Lénge der Bahn, also die Anzahl der Primideale
iiber p.

Auflerdem ist G zyklisch von Ordnung ¢ — 1, worin U = Gal(QI[{]|Q[7]) mit
Index 2 sitzt. Ferner ist G eine Untergruppe von geradem Index, sodass G
in U enthalten sein muss. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist deshalb
Q7] enthalten in Z.

Insgesamt erhalten wir den Korperturm Q C Q[7] € Z; C Q[¢,]. Wir haben
bereits gezeigt (Proposition 11.14.5), dass p in Z;|Q vollzerlegt ist. Erst recht
ist p damit vollzerlegt in Q7). O
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Proposition I1.15.8 (Bereinigtes Reziprozititsgesetz): Seien ¢ und p verschie-
dene ungerade Primzahlen und (* = (—1)%6 = (5)0. Dann gilt

p\ [
(5)-G)
Beweis: Genau dann ist (%) — 1, wenn p in Q[v/¢*] vollzerlegt ist. Nach
IProposition I1.15.7] ist das aquivalent dazu, dass p in Q[(,] in eine gerade
Anzahl von Primidealen zerféllt.

Es bezeichne r die Anzahl der Primideale iiber p in Q[(,]. In haben
wir uns iiberlegt, dass pOqie,) = (P1 -+ P-)?#™), aber da p und ¢ teilerfremd
sind, ist sogar pOgq¢,] = P1 - - - P, Die Trégheitsgrad f, von pOgq,| ist dariiber
hinaus gegeben durch f, = min{f | p/ =1 (mod ¢)}.

Nach der Verzweigungsformel ist rf, = [Q[(/] : Q] = £ — 1, was bedeutet,
dass r genau dann gerade ist, wenn f;, ein Teiler von (¢ —1)/2 ist. Das ist erfiillt

genau dann, wenn (§) = P =1 (mod 7).
Insgesamt erhalten wir so, dass (%) = 1 genau dann, wenn (%) = 1, und das

wollten wir zeigen. 0

Korollar I1.15.9 (Reziprozititsgesetz via Hilberts Verzweigungstheorie): Aus
[Proposition [1.15.8 ldsst sich das quadratische Reziprozititsgesetz ableiten.

Beweis: Weil das Legendre-Symbol multiplikativ ist, liefert uns die obige Pro-
position die Gleichungskette

()= ()= ()7 () =cv==() e

Satz 12 (Dirichletscher Primzahlsatz): Sein eine natirliche Zahl. Es gibt un-
endlich viele Primzahlen p, sodass p =1 (mod n).

Bemerkung 11.15.10: Sei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom in Z[X].

(i) @, hat als konstanten Term =+1.

(ii) Fir jede ganze Zahl a ist ®,(a) = £1 (mod a).

(iii) Fiir jede natiirliche Zahl N gibt es eine Primzahl p > N, sodass ®,, in
IF,[X] eine Nullstelle besitzt.

Beweis: (i) Weil @, ein Teiler von X™ — 1 ist, muss der konstante Term =+1
sein.
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16 Fermats Problem

(ii) Direkte Konsequenz von (i) durch Einsetzen von a.

(iii) Ein Primteiler p von ¢, (N!) leistet das Gewiinschte. Zunéchst sollten
wir uns iiberlegen, dass p > N sein muss. Wir wissen, dass ®,(N!) = +1
(mod N!), sodass insbesondere ®,(N!) = £1 (mod z) fiir jeden Teiler = von
N!'mit 1 <z < N. Deshalb kann z nicht von p geteilt werden, sodass p > N.
Weil p ein Teiler von ®,(N!) ist, ist N! eine Nullstelle von ®,,. O

Beweis: Im Folgenden sei p stets eine ungerade Primzahl. Wegen [Korollar I1.15.6]
ist p=1 (mod n) genau dann, wenn p in Q[(,] vollzerlegt ist.

Es genitigt deshalb zu zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen p gibt, die in
Q] vollzerlegt sind. Dazu verwenden wir und betrachten ®,, in F,[X].
Wegen der Verzweigungsformel brauchen wir, dass ®,, zerfillt als ®, = g, -- -7,
mit deg(g,) = --- = deg(q,)- B

Genau dann ist also p vollzerlegt, wenn ®,, iiber I, in Linearfaktoren zerféllt.
Dazu geniigt es zu zeigen, dass ®,, in I, eine Nullstelle hat, weil Q[(,] eine
normale Erweiterung von @ ist.

Wegen [Bemerkung [1.15.10] gibt es unendlich viele solche Primzahlen p. [

16 Fermats Problem

Fermats Vermutung war, dass es fiir n > 3 keine ganzen Zahlen a, b und ¢
geben kann, sodass a” 4 b" = ¢". Wir wollen sehen, wie weit die erlernten
Methoden dazu reichen, gewisse Argumente zu geben.

Satz 13 (Fermat fiir regulidre Primzahlen): Wir setzen voraus, dass p > 5
eine requldre Primzahl ist, d. h. fir K = Q[(,] wird |Clk| nicht von p geteilt.
Dann gibt es keine positiven ganzen Zahlen x, y und z, sodass xP + y? = 2P,
falls xyz nicht von p geteilt wird.

Seien x und y von Null verschieden, ( eine p-te primitive Einheitswurzel und
9 = —y. Dann kénnen wir schreiben
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In der Vorbereitung fiir den Beweis halten wir ein paar Fakten fest, die
wir nun zwar aus zeitlichen Griinden nicht mehr zeigen kénnen, aber mit den
erlernten Methoden zeigen kénnten.

Bemerkung I1.16.1: (i) Wenn zyz nicht von p geteilt wird, dann sind die
Hauptideale (x + ), ..., (z + (P~ ty) teilerfremd.

(ii) Seien G eine endliche Gruppe, und p eine Primzahl, die |G| nicht teilt.
Ist g ein Element von G und gilt g = 1, dann ist g = 1. Das ist eine direkte
Konsequenz aus dem Satz von Lagrange.

Wird also |Cl| nicht von p geteilt, und sind I ein Hauptideal, sowie J ein
Ideal mit J? = I, dann muss J bereits ein Hauptideal gewesen sein.

(iii) Ist p eine ungerade Primzahl, dann ist jede Einheit von Z[¢] von der
Gestalt (97 fiir eine reelle Zahl r und 0 < g <p —1.

(iv) Uber dem Primideal p liegt das Primideal (1 — ¢) in Q[¢,] und wegen
e =@(p) =p—1sind f =r =1 nach der Verweigungsformel.

Da f = 1ist, gilt Z[(]/(1 — () = F,. Fir jedes « in Z[(] gibt es deshalb eine
ganze Zahl k, sodass « = k (mod 1 — (). Fir jedes « in Z[(] gibt es deshalb
eine ganze Zahl m mit o = m (mod Z[(]).

(v) ¢+ 1 ist eine Einheit.

(vi) Im Beweis von Satz 13 diirfen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass
r Zy (mod p). Ist ndmlich z = y = —z (mod p), dann ist z = 2P = 2P + yP =
r+y=—2z (mod p) und 3z =0 (mod p), was der Annahme p > 5 und p1t 2
widerspricht.

Beweis (Satz 13): Sei [, = (z + ¢*y) C Z[¢]. Nach der Voriiberlegung ist
(2)P = (2P) = (P +yP) = Iy - - - I,—1. Wegen [Bemerkung 11.16.1| wissen wir, dass
Iy, ..., 1,1 p-te Potenze sind, d.h. Iy = (Ji)? fir irgendwelche Ideale Jj.

Nach (ii) aus der Voriiberlegung ist J; = (o) fir ein oy € Z[(] und somit
x+ Py = eal, fiir € in Z[¢]*. Wegen (iii) ist x + Cy = (9raf fiir eine reelle Zahl
r. Es ist also (79(x + Cy) = rm (mod pZ|(]) fir eine ganze Zahl m. Komplexe
Konjugation liefert jetzt, dass ¢9(x + (~'y) = rm (mod pZ|[(]). Damit erhalten
wir

r+Cy— (Y- ly=0 (mod pZ[(y)).

Nun unterscheiden wir Falle, um diese Linearkombination von Erzeugern zu
untersuchen

(i) Ist g = 0, dannist ((—¢ ')y =0 (mod pZ[(]). Weil ¢2—1) = ((—1)(¢+1)
und (¢ + 1) Einheiten sind, muss bereits (y —y = (( — 1)y = 0 (mod pZ[(])
gelten, was wegen p 1 y den Voraussetzungen widersprache.
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(ii) Ist g = 1, dann fithren &hnliche Argumente auf einen Widerspruch.

(iii) Ist g > 1, dann muss gelten, dass 2g — 1 von p geteilt werden. In dem
Fall ist ndmlich ¢(*~! =1 (mod pZ[(]) und (z —y)+ (y —x)¢ =0 (mod pZ[(]).
Koeffizientenvergleich liefert dann p | (x — y), sodass © =y (mod p); aber das
haben wir ausgeschlossen, siehe (iv) aus der vorangegangenen Bemerkung. [J
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