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Aufgabe 1 (0 Punkte)
Zeige fiir einen Hilbertraum H und Operatoren U, V, P € B(H):

(a) V ist genau dann eine Isometrie, wenn (Vz, Vy) = (x,y) fiir alle z,y € H.

(b) U ist unitdr (d.h. U*U = UU* = idy) genau dann, wenn U ein Hilbertraumisomor-
phismus ist.

(c) P ist eine Projektion genau dann, wenn es einen abgeschlossenen Unterraum K C H
gibt, sodass P(x +y) =z firx+ye K ® K+ = H.

Hinweis: Diese Aussage ist Proposition 1.34 im ISem24-Skript. Man sollte die Aussage
entweder selber beweisen oder den dortigen Beweis nachvollziehen.

Ein linearer stetiger Operator V heilst partielle Isometrie, falls VV*V =V,

Aufgabe 2 (0 Punkte)
Sei V ein linearer stetiger Operator auf einem Hilbertraum H. Zeige, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

(a) V ist eine partielle Isometrie.
(b) V*V ist eine Projektion.
(c) VV* ist eine Projektion.
)

(d) Es gibt einen Unterhilbertraum K C H, sodass (Vz,Vy) = (x,y) und Vz = 0 fiir alle
ze K+,

Aufgabe 3 (0 Punkte)
Sei X eine Menge, dann ist (e;).cx, definiert als e, : (2(X) — C, (ay)yex — a; fiir 2 € X,
eine orthonormale Basis von £%(X).

(a) Fiir X = N gibt es einen linearen stetigen Operator S auf ¢*(N) mit Se, = e, fiir
alle n € N. Dieser wird unilateraler Shift genannt. Zeige:

(i) Der adjungierte Operator S* von S erfiillt S*e, = e,_; fiir alle 1 < n € N und
S*eo = 0.
(ii) S ist eine Isometrie, aber nicht unitér.



(b) Fiir X = Z ist der bilaterale Shift S auf (*(Z) definiert durch S(en) = enyy fiir n € Z.
Entscheide, natiirlich mit Beweis, ob S unitir ist.

(c) Definiere, fir 1 < N € N, einen Operator auf ¢*(X) fir X = {1,..., N} den man als
Analogon zu S sehen kann.
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