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2 .
22f () Ein Schrittverfahren(Mehrschriftverfahren) hat die Form

m

& ajYstj = 14 Its , 4, , ... Ystu , h) (S = k-m +1)
5=0

mit do
...,

am ER
, am to ,

Vfulres Funktion 4 : [a,b) x RUERSO - IRV
und Starteten 70..., 4m-nEIRN

(b) Ist ylts , Ys, -- Ystu , h) = j ftsti , Yatj), so heft das Verfahre lier e

also=( , Ys] (S = k -n+ 1)
j= 0

bzw . 904k-m + 1
+ anYk -m + 2 +

--

+ am Yk +1
= hbotme

,Ypmr) + hbefin + 2
,
Ypneu) +. - + hbu fit

, You)
S=0 : do To + anye +... + dm-Ye = 160f (50, 40) + hbef( ,Tel ... + hbuflim ,7
- un~

Starterte 2 Yu Startwerte =o falls bu =o



-

2.22 (b) Ist ults , Ys, -- Ystm ,
h) = bjftsti , Yatj), so heft das Verfahren linear

-( also=( , Ys] (S = k -n+ 1)Sj= 0

bzw . Molkenen + AnYk-m + 2 +
--

+ am Yk +1
= hbotme

,Ypmr) + hbefin + 2
,
Ypneu) +. - + hbu fit

, You)
(c) Ist in linearen MSV ba =0

,
so heißt es explicit

, anderfalls im plint.
In explitte Fall und mit am = 1 (beachte am to) :

Ya = hbofApene
,
Trete) +. - + hbu-ef , Yp) = hmtj,

n -1 Yk -m+1 + j)- no Yk-n+ - - - am-1 41 -[ajYk-mttj
Dh . für die Berechnung von Yet

wird nicht nur

yp
Verwendet (wie in ESU),

Sondern m Werte
Yk-w + 1 ...., 46 a



- 80-
2.2 Ben : (a) n = 1

,
b. = 0 (explizite Fall)

,
an = 1

,
90 = - 1

, do = 1 .

Te

Dann ist st=jfjYj , Sakk
der Form - yp + Tee = hf(xx , yn)
all

. You = Ye + hf( ,Ya Enterverfahren
als Log von yl = f(x,y)

(6) m bd
,
bu = 0 (explizie Fall) , an = 1 , Um-1 = -1 , an-z =... = 9 = 0

.

Dann-7p + Yp= hjf(sti ,sti
dh . Yo = Yp + h(bof men ,

Yane) +. - + bu
-e f( , (k)

also steff +h fix ,Y)" (Enkel man +he /bofheme , Younrelx ... (
"

(c) Formal fuktioniert nur fir kin , bentige also Startwerke you , ym.
Will man also en Ah4 31 =f(t , y) mit to

, go gegeben , Eigen
,
so mass

man sich die fehlenden Startwerte 71 .. - , Mm z. B . per Range-Kaufen beschaffen .



-1-
zu De LokalDiskretisierungsfelle eines lineare MSU ist

62

dktn: (ajy (stj) - 4bj f(xs+j , y(s+;))
wobei

y Losny we i = fity) ist.

Das Verfahren hat wordung p , falls es ein 230 gibt mit

max(dilChPF (schrabe auch marIdOCIPT
Es heißt kostet , falls p21 .

22 25Bspe: an = 1
, Ypt = Expertet , Yketj)- jYkue +j

(a) Mittelpunktsregel , m = 2 . You = Abf(Xa-e ,
Yac) +&bef( , 4x) +hbuflin) - 90 Yk1-4141-

dh
. 71+2 = &bof(x , 4p) + &be fixan, Yku) +hbu fix,7+2) - 90yk - 41Ykt

Y = Yp + 2h4( , Ym1) , Ordnung p= 2

(3) Milme-Regel, n = 2 .

Youn = Yest E (f(xin ,
Yern) + 44 An ,

You + f(Ya)



(C) Methode von Adans- Bashforth (AB-Verfahre) , m = 4
. -

Yo = (n + (55f(x , 4x) - 59f(, (1) + 37f(x , Yan) - 9 fas , Yis)
dit= 15 (5)

+ 01)
, Orday p = 4 , y Logue yfith)

Herleitung der Defizienten :
(1) Betrachte d = f(t, 3) bar

. apivalat (ltpl = >(t) + (, y())dx
(2) Betuchte Py(t)= j (k j ( ~o fly

mit fi-j : = f(xj , Yaj)
und Lj= Exi

*s Herz kom t
i= k -3 Tj - Xi

, Lagrangesches Basispolynon "
i = k -j

also (kj (i) = 91 felik d. P-S

Daher ist es sinnvoll f durch ps zu ersetzen und ySpel = y(x) + Sps
zu Lösen



Xk + h

(3) Beredue (mit Xi = Fo + kh) das Entgel I 4# dr(fy
Kath Kath X - X +3h x

- X
,
+ 24

- -

(X - Xx
- 3) (x - Xp -2)
- -

- -(d = S
(Xk

=1
- Y(-3) (4x -1 -t)) dxXkm - -

zu l
-4

1

A
Substitution mit =2)(3 + 3)(3 + 213d3( O3(x) =20 2 . 1

. ( - 1)[1
=
- 2(3 + 53+ 63)d33. (+1 ) =1

=
- E[k + 5 + 5 - 0 - 0 -0) = - h

4j:x = 23

i = k -j X - k +34- + 3
24



-
(4) Also = 65

~ (
--

(4)d7 =-
Xk

Led =

Ly(dr =
- h

Xk+1

=> pd
= (55fp - 59 fe-e + 37 faz - 9 fors)

15) Unter Py -> f und y(per) = y(xn)-(t, y())d+
also Yx+ = 4x - E (55fp - 59fr + 37 fiz - 3 fars)
en sinnvolles Verfahre /abgeleitet aus Lagrange-Approximation]



(d) entsprechende 3-
,
4-

,
5-
, 6-Schriftverfahren com AB-Typ ,

siche Barwolf
Felleordy m (n =3, 4, 5, 6)

Verbessey : Adams-Moulton-Methode (AM-Verfahre), implicit,
etwa for m=b : You-ip + (af ( ,

Yor) + 19fp - 5 fre + for),
Ordny m+ 1

oder : Adams-Bashfarth-Moulton-Verfahre (ABM-Verfahre
analog zur Pridiktor- Korrektor-Verfahre , Ordny n + 1



-
Wie kinn in MSU

You = lebofire + hbt-10 You - 1141 I ajysti = Ebjfri
jer j

to : = f(x ,
76)

an = 1
, bu = 0 Cemplint)

die Definierte sinvoll gewählt werden !

Bsp: fikyl = x" + 2x - y mit by y(x = X for y = f(x)
y(0) = 0

Ykt1 4 (Xk+1)

X
2

optimal⑮ EI X
,

2

72 +i

73 xy2

Ausprobieren ist austregend !

Aber : Haben Theorie
,

de was hilft !



-

-

2
.
26 Fehlerordunge : 68
-

(1) Winsares m-Schutterfahren (MSV)

* 4 =jfj) S = kn

y Lsg . ve y = flis)
(2) lokale Diskretisierungsfehle

dite= [ajy (stj) - 4bjf(s , y())) (disket
L

"Tot (stjh
(3) Lokale Verfahrensfehle

M (, 9: Tagy(tihl
- hijfstje , y(t +jh))] Continislis



(2) lokale Diskretisierungsfehle -
dite= [ajy()-1bfises , y())] (disket

"Tot (stjh
(3) Lokale Verfahrensfehle

M (, 9: Tagy(tihl
- hijfstje , y(t +jh))] Continislis

(4) Fehlwordny p , falls
marIdol < (1041

, for en <30 (also 0(1)
hkEn

Konsistent
, falls p = 1

(5) Konvergenzordny p , falls
max llyj-y(5/ /1 < Cho for en 20 ,

was to
OEjen

16) Kasistenzordung p Code : Ordnny p) , falls
Sup lig It ,hill Ch0t for en <30

,
110

te [c,b)



-B
(7) charakteristisch Polynome : 70

erstes char . Polycon S(7) :: Eajz5 = % + anz + anz" +.. +anz
u

J=0

Aretes chaw. Polynon OC): be-

(8) uullstabil : f(z) = 0 = (z)1 Dahlquistische Wurtbedingung
& (71 , 171 = 1 = 7 einfache Nullstelle

19) Lipschizbeding : 11ES [fi , V)- fi ,Wi]IdL Elly-will for so

jo V,VjeIDe
(10) Satt : a) MSV Konsistent & willstabl = USV konvergiet,

Ihr dis Weite y konvergien gegen y(x)
1 -0

6) MSV Konsistenzordy p21 , willstell , lipschitted. = Konvergenzordny p



--
2 . 21 befindentenwahl: 71

(1) sti=
date= Tajy (j) - 4Sj +( s+j, y(xs += ))]
L
4 (Xs+j)

Tabo : y(5j)= -E + Ry(j)= (2 + Box
-2 (stj)= - (j)= + D

r=p

* = +s = V + sh = xs+j
- jh =

=> dem= P)-



-

95-

dien= P) -1 + My
72

3-
6

- V- 1

-"El-Sihs" (s) + <j)() + ajPymJ- hbjg(9 -5) "I

=(((j-b)))"() +(atjj) es "E...
:

G =

:c

Er
=

:

= R



-
dien= R

mit Co=Z = % ...

2

=Zajj
- b = ( +Zatbayttma-Botd

( = E( + 2 az +
..
+ man) - (b + 2bu + ... + mbu)

i

2 = F (a. + Zan +.. + man) - Fill +2
*

bet
..
+

*

Sul

for v = <, ..., g

121 Falls Co =

...
= <p =0 , Spie to ,

da

doen = [ Cry2* + R
,
also mars = O(

**

)
r= p+

1

de Fehlerordnung p



(3) Bsp .

m = 2
, explicit (3 = 0) .

-
-

74
u

j4stj = f) ,
S =k

11
1

90Yk-1 + 917 + 927k+
h bo fit-e

, Tore) + 13 (4, (n)zu -
= fr -1 fla

mit an =1 : You = Abofore + hbef-40yp- 12 71
wie sind no

,
4
,
So

,
be sincoll zu will ?

Antwort : So
,
dass die Fellwordny God ist

,
z . B

. p = z.

Also misse Co== =0 sein .

0 = C=j
=+End

0 = 4 = an + 2az - ( +b) = an + 2 - S -b

0 = G = E(a, + yaz) - Se = + 2 - b



-(3) Bsp .

m = 2
, explicit (3 = 0) . 75

mit de =1 : Youn = Abofire + hbefa-40ype -

12 71
wie sind no

,
4
,
So

,
be sincoll zu will ?

Antwort : So
,
dass die Fellwordny God ist

,
z . B

. p = z.

Also misse Co== =0 sein .

0 = C=j
=+End

I
-1 + 0 + 1 = 0 /

0 = 4 = an + 2az - ( +b) = an + 2 - S -b 0 + 2 - 0 - 2 =0

0 = G = E(a, + yaz) - Se = + 2 - b 0 + 2 - 2 = 0-
-

Wahl : 90 = -1
,
a = 0

,
So = 0

,
be = 2

Also Youn = Yken + 24 fi
oder : do = -3

,
an = 2

,
So = 1

,
Se = 3 falls zusaitis

( (oder : do=-5
,
61 = 4 ,

So = 2
,
Se = 4xFi



            6. 7 . 2021 -e

Yate = Aboten + hbefi-104p-1-4n Yo
,
fu : = f2a)

Wahl von So
,
be
,
so

,
an ?

Testfk .: f(xy) = x + 2x - 7 Lsg. n y= f(ty) , y(01 = 0 : y(x)=*

MSV : Kristet = Yety() for ho
↑

Fellwordung p=1 , also max (d) = CeP
+ 1

Ansatz: dpt =Z-l =>(
+ R

W -

R "s(Xtj)=
r=0

C = . ..

= Cp
=0
, Carto =s Fellordy p (g = p +1)

im obige Bspi as -1 -
-5

a1 O

( So 2 3
2
4

A 2 2 3



- 10-
2

.29Istabilitat : 77

(1) char
. Polynome : f(z) = [ajz)

I
5(z) =6; 25

j=- j=0
m

fo MSV ist
= [f ,4 S = k- m + 1

Jo

(2) Wallstabt : g(z) = o => 1z11 Dahlgeistsche Wurzelbeding
CD-Stabil & (7) = 0 , 171

= 1 =) 7 einfile Nst .

(3) ESU(m= 1) : ap-1, an = 1 , dh . Yet = Yethbofe + abe for
f(z) = z - 1 us alle ESU sad willstabil

(4) in obiga Bspi as -1 -
-5

a1 O
O( So 2 3

2
4

9(7)z2 - 12 +2z -3z2+47 - 5-
-

Note 1, -11 ,
-31

,

- 5

-mulktabil - X -


