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Nunerische Lösungsverfahren gewöhnliche Differentialgleichungen [= Bärwolf &J 37

52 .

1 Beispiele gewöhnlicher DGL (engl ODE)
2

.
1 Motivation :
- gewöhnliche DGL .

Suche (difbare) Lösung y
: I- I"

, <
= (ye, ..., y2) , 4 :: I- IR , All

win

Y
((x) = F(x

, y(x)
y (70) = Yo Anfangswertproblem 1. Ordnung

mit F : IxD-IR"
, DER" , stetig diff . and UEIXD ,

VoEI
, yoER"

Oft wird I als Zeit verstenden
,
schreibe dann auch jltt statt y'C.

-> er. eind . Lösung in diesem Setting
Oft sind diese DGL nicht analytisch Lösbar

,

oh haben keine Methode eine exakte

Lösung zu ermitteln u benötige Näherungsverfahren
Sachverhalte in de Praxis off in Form solcher DGL modelliert : Luft- & Raumfahrt ,
chen . Reaktive

,
auton

. Produktion in Robotertechnik
,
Tier population,...
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2 .3 sp . ( Ränder-Bente-Modell) : -Bentepopulation ye

-

un
38

u
-Räuberpopulation ye

Lotka-Voltera-Gleichunge (1920er)

Yn (t
: = Anzahl der Bentetiere zum Zeitpunkt t (Problem : 7 :- )

Te(H : = Anzahl der Raubtiere zur Zeitpunkt t
& := Geburtenrate der Betstre ohne Störny (perfekte Bedingungen)
E2 : = Geburtenrate der Raubtiere pro Betelebewesen

Un := Sterberate der Bentetiere pro Räuber

Uz : = Sterbeute der Raubtiere
,
wen keine Beute vorhanden

- analytische Lay y(t) = ye(t)(9 - V- yz(t))
(integral) [S j(t) = yz(t)(22y(t) = (i)

↓ Annchense



⑤ 2 . 2 Einschriftverfahre -5
2. 4Enhoefahre / Polygongmetods/Integrationsmethods von Einle :

(1) Suche Losny 7
: F- IR

,
ISIR Interrell von AUP

j(x)= f(x, y(x)
y(t) = yo

~ f : IxIR -> IR staty diff., toI
(2) Idee : hhearisiere gl per Differenzequotienten : -

A

y'(x) =(+h y(x)
S
hap X Xtl

lise also -( = f(x, y(x)li

Es y(r+h)
= y(x) + hf(y, y(x)

(3) Will z to eine Schrittweite h und betrachte Stitzstelle

: Vorh I für solche k
,
so class X I)

Berechne Yam : = ye+hf(xye) -> Nähery an

> (x)



(3) Will z to eine Schrittweite h und betrachte Stitzstelle -53-
40

: Vorh

Berechne Yam : = ye+hf(xye) -> Nähery an

> (x)

...
y = f(xy)

·

1
·

"

poljoy

) S
Yotkl I

(4) Methode recht grob, nur bei kleinen & gute Werte . Dafir sehr simpdh

IlXkt1

15) Entegul : y(ptl-y(t) =Sgd ~=:g(x)

=> y(xm) = y(xp) +hf(xx , y(xx)
~ In - Xp) g(x, )
= hf(x , y(x) ihet

m
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(6) Bsp: f(xy) = = + 2x - y I y(x) = f(t, y()

AWP
41

To = 0 y(x) = yo
Yo = 0

[weiß : Yix = Xh + 2x - y(x) wird gelist durch y(t ==2]
h=Ei Also Enle : Ye = Ye + &flik) = yp + E(X + 2x -yp)

,
Vo = Orke

= Eyk + Ex + Vi =

k Xk y(xx) Yk Gr : = (4) - Yk
O O O O O

1 E # 71 = Ey + Et + 5 = 0 E
2

E
1 72 = E

.0 + E() + E = 5 3
3 & 73 = 4 . 5 + En + 1 = 1+ 7 =4 2 4

I 74 = 3
, 53

1

= 0
. 46I C

·
bei he : =2 mypebit , ↓bessede.

Ga = opt2
·



Tabelle 1

h 0,5

x_k y(x_k) y_k g_k

0 0 0 0 0

1 0,5 0,25 0 0,25

2 1 1 0,625 0,375

3 1,5 2,25 1,8125 0,4375

4 2 4 3,53125 0,46875

5 2,5 6,25 5,765625 0,484375

6 3 9 8,5078125 0,4921875

7 3,5 12,25 11,75390625 0,49609375

8 4 16 15,501953125 0,498046875

�1

-55-
42

= y(t, ) - yk

= E -
3 -

1 = To- =

y F

·

-

↑

-

-

W

6 ·



Tabelle 1

h 0,25

x_k y(x_k) y_k g_k

0 0 0 0 0

1 0,25 0,0625 0 0,0625

2 0,5 0,25 0,140625 0,109375

3 0,75 0,5625 0,41796875 0,14453125

4 1 1 0,8291015625 0,1708984375

5 1,25 1,5625 1,371826171875 0,190673828125

6 1,5 2,25 2,04449462890625 0,20550537109375

7 1,75 3,0625 2,84587097167969 0,216629028320312

8 2 4 3,77502822875977 0,224971771240234

�1

-55

↑ datlich lesser als bei h =E
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2
. 5: (c) Ein expertesEinschriftverfahre ist eine Vorschrift

44

Yk+
= yx + hE(Xp, (4, b) ER , k = 0, ..., 4

Xp : = Xo + kh

Startete 50
, 70EIR , h20

: Eto, xotul] XIXR+ -> R .

(3) fee ist ehe Vorschrift
Ye = Ye +h , yp / Yo ,

h)
,
ko

,
- in

Xp : = Xo + kh

Startete 50
, 70EIR , h20

mit einer Verfahrensfunktion : Eto, xotuh] XIXR+ -> P .

2
.

6 : (2) E(X
, Yp , bliz fixp , yp) a) Enlevefile ist explicies ESV

~
(( = f(x, y(x)

(b) (5
, yp , Yea , h

: = flam , 7ktul g(k) 17
X& I
, (Yk+1)S7-> Enleverfahre als im plitites ESU I/I/

↓ Here



2
.

6 : (2) E(X
, Yp , bliz fixp , yp) a) Enlevefile ist explicies ESV

-

5

~
(( = f(x, y(x)

(b) (5
, yp , Yea , h

: = flam , 7ktul 17
X

g(xp I
, (Yk+1)S-> Enleverfahre als im plitites ESU /MI/

↓ Here
y(Xbx) - >(4)= 4d(,(((d) = (m - (c) - g(xym)

= de flie , y (n)
=> y(pm) = y(tp) + hf(tem , (1)
- Yet = Te + h fle , You
-

& ( *, 74 , Yk+ , h)



2. Def : () für en implizites ESV mit Verfahrrifkt E und Schrittmate e E

↑ sowie eine exakte Lösung y des AWD

I 41 - 25-)4) (H) =- f(x, y(x)) (5
, 41511
-7- YetYo

beachte :
y(50) = y0

inPasstsie ist do : = y(tel - (5
, y(41 , yStel, 4) ?bekannt

-

(date Verfahren ,
un

y Zu bestimmen)
4

Ergebnis des Verfahrens dei Lept Xp , y (4)
in theore ist

y
derbleDiskretisierungsfehle an de Stelle Xpr

bekannt
, für die (also die Abweichung von berechnetem Wert y(at)" und tatsächlichen Wet y(ore)

Fehleranch se
(3)DerSch Distretisierungsfehle" an der Stelle In ist

50 : = y(x) - 41

Calso die Abwerchy von de insgesamt , berechnete Elt . (70ie , is... ) "m 41
(x

, 4x) +7+ 461



-z2
.8Det : Ein ESU erfilt des Eschilbedingungwithpschitzkonstate L30 auf I I

falls ( (4y ,
=
,
1) - (45 ,

7
, 9)/ = (ly-5/

1 [ (x y , z ,%1 - (4,y ,
5
,
211 = Llz-El

* (4
, 4, 7 , h) , (45, 7 . 11 , (5, 7 , E, 2) EB = [Go

,
tot uh] HEXIR +

2.9an : Ist stetig auf Bund gilt (ofE,
2
. 2)) = M (V (5, 7 , 7.4)

1 (4) , z, h)) = M

für de part . Ablatuge o T, t ,
so erfüllt de L

.
-Bed

.

mit L=M
.

(Mws)



-
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10 Lan: Se durch D ,
h
,
to

, yo er inplattes EJ gegeben , das des L
. -Bed mit ↳048

(a) Dan lgt / = (1 + hL)/ya) + 12 gerl + Ideal erfüllt .
zu

entfällt , falls ESUexplizit
(3) Ist das ESV explicit und World b , so gilt Igl = 11thL/gal +

Dar (9) Def dore : Y (onl = y(r) +h , y() , y Marl , b) + date
Tite = yp +h

, 76 , Ye , 1)
= gute = Y(5) - Yet

= * ) + h(xx , y(4) , y(a) , b) + da+ 1
-( + h(

, (4 , 4x , 1)) + ga
- 474

= yp + h(b(xx , )(x) , y(x ( ,h) - E(Xx , Yx ,y(+), h)) + da+
↓ h((X , 44 , 4 Gra ,b) - EC , Lor , 91]

Let lg/Elg + MOIC
, YH) , y(S, tel-El, Yp ,YAd, f)) + /( , Ya , y3x),f) - E ,4 , Youn , e) 1 + Ideal
-

= &(14(4) - yol =ALIga
=GL/4(n) - Tpt/ = /garl I



2. 11SaAbschatzung des geschen Diskretisierungsfehles) : Se durch F ,
h
, to

, 30 ein ESU
E

mit L-Bed gegeben , so dass h221 , marldil =D

(a) Seien ab mit Igel algul + 3 Eb
,
dan Igplek - 11 +eP (gol

(3) Es gilt lgleich for en explicites ES

und Igp) = D elek for en implicates EJV , K mit = 1thK

hk(1-2L)

Bei Anwendung vo 2 . 10.

2 .17: Hat en explicity EJU des ordnung p (ah
.

WardoldC.
P+, <0)

(falls p21 , so haßt das ESU dann kostet") S So ist Igptete
Ber Iglehre I

Geht also h-to
,
so geht ip+ 0

,
dh de Fehler verschwindet und die

berechneten Verte y das Verfahres kuwegren gut gegen
die fatsidliche Wete y(t)



2-11Bp : fizy) = X + 2x - y wis in 2
. 416). -

y = f(x, y(x) AVP Losy : <(x) = X 2

y(0) = 0

Also E(X , 40, h= f(x , yp) = vo" 2x - 71 exploites EJU

dann = y (4) - y(r)
- le(4 , y() , h)

= Von - X
.

2
- 1 (X.

"
+ 2x - X

,)
-Xen - X - Ih Xp = Xo + kl = kh

= (k+1)2l2 - 12-212k

= Kl +2kli +h -E-
= ein

Also mar(1 *
2

(C = 1) mit p = 1

und Ig1 Zehe
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2.11Sessets Polyyounguetods 51

(1) Erinney Bsp. f(x, y) = x + 2x -

7 (4y(
= +3

4) = f(ty)
y(0) = 0

Enle/Polygoning : Yk+ 1
= 7x + hf(x , yk) = (1 - h)yp + hy + 24+

S
x = bh

k ↑ = Ih y((x) = x) Yk 2 Gx = g(xx) -yk
-

h= 1 h= h= E b= h= h = 1 Y l= E l= 1 9
O O O O O O O O O O O

ss 0
.
25 ② 0

,
14.- 0

, 28...
0

. 25 0
, 10 ..

0. 03.
-

1 1 0
,
625 0. 829 1,

03... 0
. 375 0

, 17... 0
, 03. -

2
,
25 2

,
25 1

,
811 ..

7
,
044 . 2

,
27 ..

0
, 437

.-0
,

20 ... 0
.

02. -

-

4 4 3. 53
..

3
,
77 ... 4

,
01 . -

0
, 46 ..

0
,

22... 0
,
01-m

! ! j = 5- y(x)!
& : = 23 -a Richardson - Extrapolation" Callgen. : : =y1 , hiy==C

(2) verbesserte Methode : gegeben ( , 4p) Jerche Y = yn + hf(x , yx)
Y= Ye + Ef(x , ip)

↳ Richardson-Extr : Zu-i Yan = Ti + Ef(X + E
,7
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Polygonay/Euler : X : = X0 + kh 52

You := Yest he fin , je

22. 14 (2) Ykte : = Ye + hf(xx + E
, yp + Ef(,y) = Zyn-Ti

Verbesserte Polygonzngmetode"
-

Satze Yes : = 71 + 1f(x , 41)

Y : = Ye + Ef(x , yp

Tis : = Sie + Ef(x + E
, Ye

2 - Th = 2Y + &finE , (2) - (yp + hf(x ,2x)
=2 y) + hf(xp + E

, 4x + Ef(x ,y()h 7

· 6
&7 ~

- -E- bf( , (k)(otE
, Yel Ath

,Yi) -
-

> th
,Ne ,

Y
= Ye + hf(x + E

, 4x + Ef(x
, yx)(X4x)E

·

↓ 2 =

Yk+1



(5) Prädiktor -Korrektur-Modell/Methode von Heun/Trapezmetode :

*

Yer = 71 + Ef(Xx , >k) + f(x + h
, 4x + hf(x , 4x))
u

Prädiktorment
, sagt Yet Vorans

"

Enle : Yare = Prädiktormet

PK-Mold : 70 = Ye + &[Efixpa) + Ef (ath , Bidkternet)
Enter Rechteck

impez

y()<y(xx) = Ty'(x)d+- (Xy +1

-40)f(xx ,y(x) >(c)
- >(5)= sod+

Tis
= +( ,y(x)
=(f(Xx , 7 (Xx)) + Ef(x + h

,4)
&

&

Y

f(x, ,
y(x)

f(x,,
y(xx)- ~fixth, Prid

-
*

F
* · Ef(f(x ,7 (x1) + f(x+ h

,4)-
-
-

I
2 I I I

Xk h Xk+1 Xk Xk+1



-$2 . 3 Runge-Ketta-Verfahrer [E Barwolf 8
.

1
. 4 - 8

.

1
. 8) 54

2
. 15 Einf Carl Runge ,

Martin Kutte
,
Karl Henn (2 1900) :

· klassisches" RK-Verfahre
,
RK4" (en spezielles, explizites 4-stufige RK-Vef)

· S-stufige RK-Verf

John Butcher 1960er : Vererifechy ,
Butche-Tableaus

y = f(x, y) AWP
an

,...4st[0, 1]

y(x) = yo
Runge-Katte- ~ Enschenschafte

4
Ver fahren" 1kte := 71 +h

Defizite Kitas

&
kj = f (Xx + haj , 4 + hbeke) , bezo for 12j : explict

---oButche-Tablem : an ben
--- b15 explat:

0
.

a b21
i i

b21

ii .
as bs1 bss as be bs

,
s- O

C1 G --- Cs C1(
-- P



91 ben
--- by

a b21
i

55RK-Vet:UnSie
as be bss

-73-

( i

Bsp : Fule/Polygon : Your Ye + he fite Yi GG .. - Es

S = 1 O O

~> Ente-Verf .

ist ein 1-stufiges RK-Verf .

1

vers . Polyga : You : Ye + & fix + E
, jet Ef( , ypl) = Yo + Sky

kn = /(4 , Yil 000

ku = f(x + E , (x+ E() S=2 Eo
O 1

Pridiktor-Krektor : S =2
-



-74 --
2

.16sp . 3-stufiges Verf: 56

(1) y = f(x, y)
S= 3

7 (5) =

To O

will Yk+1
= 4p + de[(( + <( + (ky) az ban

kn = f( , 4p) 93 by 1 632
kn = f(x + anh

, 4x +hb2k)
21 Cz [3

ky = f(x + agh , ye + 1(y1k + by2ku)) (erplatz)
Suche a2

, 43
,
bun

,
bae

,

ban
,
E

,
3

,
4 mit miglichst Wohe Fehloody p for schalle(2) Siche Bairwolf 8.

1
. 4 : az : = b2e Konvergenz

ay : = 331 + b32

· berechne Diskretisierungsfehle
· Payloventwickley for ki
· Analyse de Defizienten ,

um p23 zu erreich

-> Gleichge for Paramete Ca,.
,

bun
,
be

, ba2 mit viele Franate

es wie RK-Verfahren niglich
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2

.1/12K4 1
,
das "RK-Verf . ) :

57

Ih h

ky = f(xx , Yx) ⑪ ⑤ &

⑨

k2 = f (xx + Eh
, (n + Elk) W

ky = f (x + Eh
, yx + E(k)

viel Wet

k = f(x +h
, yx + 2k)

Yx+ = 7x + Ek + Ek + Ek + 5ky

O S= 4

E E
= 0E
1001

555 %



-
2 .18an : S-stufiges implizites RK-Verf . ermöglicht Fehlordy Is [8.

1
..5 Barrolff]

2 . 19 Schrittweitensterng : Sisher h = for- fest (X = votbe)[8
.

1
.
6 Barulf)

hi h
k+ 1

·---
(X(

,Yk) (Xy + +
,7k+ ) (51 +2

, 7k+2)

betrachte nun ha= Yorn-Yo Variabel

Bsp .: ausgehed vom Henn-Verf . (2 .
14(4)

,
5 = 2)

-> konstrie Verfahren mit S = 3 mit Variabler Schuturate
und steuere diese durch Vil .

de Zwischenschulte ka
,
ka

,
la (sollen dicht beieinander

S sein)
2 . 20 Kostenzbedingung : (a) [cj = 1 = RK-Verf . Konsistent (Fahlowy p21)j= 1

(b) zuschlich ap=bi ,
E= => RK-Vof . Floody p 22


