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1. Eigenschaften von C[0,1]: sup-Norm und
Vollstandigkeit

In diesem Kapitel betrachten wir die Menge
Cl0,1] :={f :]0,1] = C| f stetig}

aller stetigen Funktionen, die das abgeschlossene Finheitsintervall [0,1] C R in den Korper
der komplexen Zahlen C abbilden.

Fiir beliebige Funktionen [0, 1] — C betrachten wir zunéchst unterschiedliche Konver-
genzarten:

Definition 1.1. Sei (f,,)nen eine Folge von Funktionen f, : [0, 1] — C.
(a) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : [0,1] — C, falls

Vee[0,1]Ve>03INeNVn>N: |fulx)— f(x)] <e.

(b) Die Folge (f.)nen konvergiert gleichmdflig gegen eine Funktion f : [0, 1] — C, falls

Ve>03INeNVn>NVzel0,1]: |fulzx)— flx)<e.

Der Unterschied ist, dass im Falle von punktweiser Konvergenz der Index N fiir jedes
x neu gewihlt werden kann, wahrend im Falle von gleichméfiger Konvergenz ein Index
N fiir alle x funktionieren muss.

Definition 1.2. Fiir f € C[0, 1] definieren wir die Supremumsnorm oder sup-Norm

[flloe := sup | f(x)] = sup{[f(x)]: 2z €[0,1]}.

z€[0,1]
Laut dem Satz von Minimum und Maximum (vgl. Satz 10.6 aus Analysis I) ist
[f1:00,1] = R, 2= [f(z)|
beschrankt, also folgt || £l = ||| f|l < oo fiir alle f € C[0,1].

Satz 1.3. Sei (f)nen eine Folge von Funktionen f, € C[0, 1] und zusétzlich f € C[0,1].
Dann sind aquivalent:

(1) Die Folge (f,)nen konvergiert gleichméfig gegen f.
(2) Es gilt [ fy — fll 225 0.
Beweis. Es gilt

Ifo=fle =20 & Ve>03INENVR>N:|fo—fll,<e
& Ve>03dNeNVn>N: sup |fulz) — f(2)] <e

z€[0,1]

& Ve>03dNeNVn>NVrel0,1]:|fu(z)— flz)<e. O

Somit ist obige Definition von gleichméfiger Konvergenz konsistent mit Definition 17.1
aus Analysis I. Dort haben wir in Satz 17.3 auch schon gesehen:
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Satz 1.4. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,, € C[0,1], die gleichméfig gegen eine
Funktion f : [0,1] — C konvergiert. Dann ist auch f € C[0, 1].

Am Beispiel f,(z) := 2™ kann man sehen, dass Stetigkeit im Grenzwert verloren gehen
kann, wenn man statt gleichméfiger Konvergenz nur punktweise Konvergenz fordert.

Bemerkung 1.5. Die Menge C[0, 1] ist ein komplexer Vektorraum mit Addition
Cl0,1] x C[0,1] — C[0,1], (f,9)— f+g,
wobei (f + ¢g)(x) := f(x) + g(x), und Skalarmultiplikation
CxC[0,1] = C[0,1], (N, f) = X f,

wobei (A« f)(x) := X f(x).
Der Nullvektor fiir die Addition ist dabei natiirlich die Funktion f = 0, die konstant
Null ist, d.h. f(z) = 0 fiir alle z € [0, 1].

Proposition 1.6. Die Supremumsnorm |-||, ist eine Norm auf C[0, 1], d.h.:

(i) vfec0,1]: [Ifll. =0

)
(ii) vf€Cl0,1]: |fll, =0« f=0.
(i) VA€ CYfeC,1]: IMlw= - 1]l
(iv) Vf,g€Cl0,1] - |If+9llo < Ifll + ol (Dreiecksungleichung)

Man nennt C[0, 1] auch einen normierten Vektorraum.
Beweis. (i) Klar.

(ii) Sei f € C[0,1]. Fir f = 0 gilt sofort || f||,, = 0. Ist andererseits || f||., = 0, so gilt
fir alle zo € [0, 1]
0 < |f (o) < Sup]!f(ﬁﬁ)! = [/l =0

z€[0,1

also f(zo) = 0 fiir alle zy € [0, 1] und somit f = 0.

(iii) Fir alle A € C und alle f € C[0, 1] gilt

A lloe = Sét[g)”!kf(x)l = sup (Al [f(@)]) = Al sup [f(z)] = Al [[f]l.

2€(0,1] €0,1]
(iv) Fiir alle f, g € C[0,1] gilt

If +gllo = sup [f(z) +g(z)| < sup (If(2)]+]g(x)])

z€[0,1] z€[0,1]
< sup |f(z)| + sup [g(z)] = [[fllo + 9]l O
2€[0,1] z€0,1]

Daher konnen wir gleichméfige Konvergenz in C[0, 1] dhnlich zur Konvergenz in R oder
in C behandeln.

Definition 1.7. Sei (f,,)nen eine Folge in C[0, 1].
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(i) Die Folge (fy)nen konvergiert gegen einen Grenzwert (oder auch eine Grenzfunktion)
f € Clo,1], falls

Ve>03dNeNVn>N: |f—full, <e.

Wir schreiben dafiir wieder f, ——— f.
(ii) Die Folge (fy)nen ist eine Cauchy-Folge, falls

Ve>03dNeNVnm>N: | fo—fuly <e.

Lemma 1.8. Sei (f,)nen eine Folge in C[0, 1].
(i) Die Folge (fn)nen hat hochstens einen Grenzwert.
(ii) Wenn (f,)nen konvergiert, so ist (f)nen eine Cauchy-Folge.

Beweis. (i) Seien f,g € C[0,1] zwei Grenzwerte von (f,)nen. Dann gibt es fur jedes
e > 0ein N € N, so dass fiir n > N gilt

1f = glle = ICf = fo) + (o = 9lloe < I = Fullo + 10 — 9l

<S4t
2 2 7

also || f — ¢/, = 0. Mit den Normeigenschaften folgt dann f — ¢ =0, also f = g.

n—oo

(ii) Sei f € C[0,1] mit f,, — f und € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass
|f = fallo < § fiir alle n > N gilt. Fiir alle n,m > N gilt also

1o = frmllo = U = 1)+ (F = Fdlloo < M1fn = flloe + 1S = Finll

€ €
-+ - =¢. O
<2+2 €

Die Analogie zwischen C|[0, 1] mit der Supremumsnorm ||-||  auf der einen und R mit
dem euklidischen Betrag |-| auf der anderen Seite reicht sogar noch weiter:

Satz 1.9. Der normierte Raum (C[0, 1], ||| ) ist vollstindig: Jede Cauchy-Folge in C[0, 1]
konvergiert gegen ein Element von C[0, 1].

Beweis. Sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in C[0, 1], also
Ve >03N(e) e NVn,m > N(e):  sup |fu(z) = fr(2)| = | fn — [l <e

z€[0,1]
Fiir beliebiges x € [0, 1] gilt somit
vnvaN(E) : |fn(x)_fm(x)| <é,

also ist ( fn(:zr))neN eine Cauchy-Folge in C. Laut Korollar 12.12 aus Analysis I ist C
vollsténdig, also existiert der Grenzwert f(x) := lim,_,o fu(x) € C fur alle z € [0, 1].
Somit haben wir eine Funktion f : [0, 1] — C (als punktweisen Limes der f,,) konstruiert.

Es reicht nun zu zeigen, dass (f,)nen gleichméRig gegen f konvergiert, denn dann folgt
f €C[0,1] aus Satz 1.4: Sei e > 0. Fiir alle x € [0, 1] und alle n,m > N(%) =: N gilt

(@) = fm(2)] <
5

<
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also

Fal@) = f@)] = |ful2) = lim fu(2)| = lim [fu(2) = fulo)| < 5 <e.
Somit gilt
Vn>NVrel0,1]: |fuz)— f(2)] <e,

also konvergiert (f,,)nen gleichméfig gegen f. O

Bemerkung 1.10. Man mache sich die gednderte Betrachtungsweise bewusst: Kompli-
zierte konkrete Objekte (die stetigen Funktionen) werden ersetzt durch “Punkte” in einem
abstrakten Raum (C[0, 1]). Die meisten Eigenschaften werden unterdriickt und nur die we-
sentlichen behalten: So reduziert sich etwa der genaue Verlauf von f im Vergleich zu g

auf den “Abstand” || f — ¢|| .-



2. Metrische Raume

Definition 2.1. (a) Sei X eine Menge. Eine Funktion d : X x X — [0, 00) heifst Metrik
auf X, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Ve,y e X : d(z,y) =0z =y.
(ii) Vo,y € X+ d(z,y) = d(y, z).
(i) Vx,y,z € X : d(x,z) <d(z,y) + d(y, z). (Dreieicksungleichung)

(b) Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einer Metrik d.!

Beispiel 2.2. (a) Fir X € {R,C,Z,Q} kennen wir bereits den Fuklidischen Abstand
di.|(z,y) = |z —yl.
(b) Fiir beliebiges X ist die diskrete Metrik gegeben durch

L, =#y,
d(z,y) = {0 r—y

(¢) Aus dem vorherigen Kapitel haben wir schlieflich X = C|0, 1] mit

do(f;9) = If = 9ll-
Definition 2.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (z,,),en eine Folge in X.

(i) Die Folge (z,,)nen heifst konvergent gegen ein x € X, falls

Ve>03INeNVn>N: d(x,x) <e.
Wir schreiben dann z,, 700 g
(ii) Die Folge (2, )nen heifst Cauchy-Folge, falls

Ve>03INeNVn,m>N: d(x,z,) <e.

Lemma 2.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(i) Eine Folge (z,)nen in X kann hochstens gegen ein x € X konvergieren.
(ii) Jede konvergente Folge in X ist auch eine Cauchy-Folge.
Beweis. Vergleiche auch den Beweis von Lemma 1.8: Sei (z,,)nen eine Folge in X.

(i) Seien z,y € X mit z, > z und z, —— y. Zu € > 0 existiert dann ein
hinreichend grofses n € N mit

0 < d(a,y) < dlw,z,) +d(zny) < 5 +5 =¢,

also d(z,y) = 0. Da d eine Metrik auf X ist, folgt = = y.

"'Wenn die Metrik d aus dem Kontext klar ist, schreibt man hiiufig nur X fiir (X, d) — so wie wir meistens
R statt (R, +, ) fiir den Kérper der reellen Zahlen schreiben.
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(i) Sei z € X mit 2, ~—> z und € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass d(z,,7) < £
fiir alle n > N gilt. Fiir alle n,m > N gilt also
d(xp, Tm) < d(zp,x) +d(x, 2,) < g + g =c. O

Statt =, —— z schreiben wir auch lim,, ., z,, = 2 und nennen z den Grenzwert der
Folge (zn)nen-

Definition 2.5. Ein metrischer Raum (X, d) heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge
(Zn)nen in X gegen ein x € X konvergiert.

Beispiel 2.6. Nach Analysis I sind (R, |-|) und (C, |-|) vollsténdig, (Q, |-|) hingegen nicht.
Laut Satz 1.9 ist auch (C[0, 1], dy) vollsténdig.

Satz 2.7 (Banachscher Fixpunktsatz, Satz von der kontrahierenden Abbildung). Sei
(X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum und 7" : X — X eine Abbildung mit der Eigen-
schaft

Jee0,1)Vo,ye X+ d(T(2),T(y)) <c-d(z,y).”

Dann existiert genau ein z € X mit 7'(z) = z.* Aukerdem konvergiert die Folge (1" (x))
fiir jedes x € X gegen 2.*

neN
Beweis. Wir gliedern den Beweis in mehrere Teilaussagen:
(i) Behauptung: Fiir alle z,y € X und alle n € N gilt
d(T"(2), T"(y)) < " - d(z,y)

Dies folgt per vollstdndiger Induktion nach n: Fiir n = 1 hat man

d(T(z),T(y)) < c-d(z,y)

fiir alle z,y € X nach Voraussetzung, im Induktionsschritt erhélt man

(7(1" @), T(T"()) )
d(T"(x),T"(y))
c-c"-d(z,y)

G d(l’, y)>

(T (2), T (y))

d
c

IA A

wobei die erste Ungleichung der Fall n = 1 ist und die zweite Ungleichung nach
Induktionsvoraussetzung gilt.

(ii) Behauptung: Fiir alle z € X ist (T”(ﬂc))neN
Sei x € X beliebig. Fiir alle n, k € N gilt

eine Cauchy-Folge.

d(T"(z), T (z)) = d(T"(x),T”(T’“(:c))) 2o d(z, T"(z)).

=

2S0 eine Abbildung heift kontrahierend oder Kontraktion.
3S0 ein z heift Fizpunkt von T, die Gleichung T'(z) = z heift Fizpunktgleichung.
4Hierbei ist 7" :=T o T o ... T die n-fache Komposition von T mit sich selbst.
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Weiterhin gilt fiir alle & € N mit der Dreiecksungleichung und der geometrischen

Reihe

< d(z,T(x)) -

d(a:, T(q:))
l—c
Zusammenfassend folgt aus

d(T"(z), T"*(z)) < "

.d(:v,Tk(x)) < \c”/

—0

+d(T" ' (2), T"(2))

. d(a:, T(:c)) o

1—c¢
————

konstant

» 0,

dass (T"(;zc))neN eine Cauchy-Folge ist.

Da X vollstandig ist, konvergiert (T"(x))n oy gegen ein F(z) € X. Dies liefert uns
eine Abbildung F': X — X, =z — F(x).

(iii) Behauptung: Fiir alle z,y € X gilt F'(z) = F(y).
Wegen .
AT (@), 7)) < ¢ d(ry) 0
folgt
0 < d(F(x),F(y))
< d(F(2), T"(2)) + d(T"(z), T"(y)) + d(T"(y), F(y)) = 0,
also d(F(z), F(y)) = 0 und damit F(z) = F(y).
Somit ist z := F(x) unabhingig von z € X und es gilt T"(z) “—= 2z fiir jedes
reX.
(iv) Behauptung: Dieses z ist ein Fixpunkt von T, also T'(z) = z.
Es gilt
A= T(2)) < d(=,T7()) +d(T(:), 7(2))
—d(z,T"(2)) + d(T(T"‘l(z)),T(z)>
2 d(z,T"(2)) +c- d(T"(2),2) =0,
% —

also d(z,T(z)) = 0 und damit z = T'(z).
9



(v) Behauptung: Die Losung der Fixpunktgleichung ist eindeutig.
Sei 2/ € X eine weitere Losung, also T'(2') = 2’. Dann gilt
=T = 2
Da laut Lemma 2.4 Grenzwerte eindeutig sind, muss 2z’ = z gelten. ]

Beispiel 2.8. (1) Der metrische Raum ([0, 3], d) mit d = d|, ist vollstédndig. Die Abbil-
dung
T7:00,3] =1[0,3], z—+V1i+4zx

ist streng monoton wachsend, also

7((0,3]) < [7(0).T(3)] = [1.2) € [0.3]

Weiterhin ist 7" kontrahierend: Fiir alle x,y € [0,3] gilt 1+ 2 + /1T +y > 2 und
daher

AT (@), T(y) = |VT+a - /T+y| = el

Laut Satz 2.7 hat die Gleichung z = T(z) = /1 + z eine eindeutig bestimmte
Losung in [0, 3], die man als Grenzwert von (z,),eny mit 27 € [0, 3] beliebig und
Tni1 = +/1+ x, fiir alle n € N berechnen kann. Man erhélt den Goldenen Schnitt

1 1
z:§+§\/5:1.61803....

(2) Seien a € R und ¢ € (0,1) gegeben. Wir betrachten X := C|0, ¢] und

d: X x X [0.00), (f.9) = suplf(z) = o(x)]

Analog zu Satz 1.9 ist auch (X, d) vollstindig. Die Abbildung 7" : X — X, f —
T(f), definiert durch

T(f):[0,c] = R, z—T(f)(x):= a+/0xf(t)dt,

ist kontrahierend: Seien f,g € X, fiir alle z € [0, ¢] gilt dann

a+/0xf(t)dt—a—/omg(t)dt‘

[0 - sy
< [ 170 - sl

sAdmmw

<c-d(f,9),

10

T(f)(2) = T(9)(x)| =




also auch d(T'(f),T(g)) < c-d(f,g). Laut Satz 2.7 hat die Gleichung T'(f) = f eine
eindeutige Losung f, d.h.

f(m):a—l—/omf(t)dt fir alle z €10,

Laut Hauptsatz ist dies dquivalent zu f' = f und f(0) =

Somit hat die Gleichung f' = f mit f(0) = a auf [0,¢| eine eindeutige Losung.
Aus der Analysis I, Satz 15.12 wissen wir schon, dass diese durch f(z) = a - exp(x)
gegeben ist. (Dort hatten wir die Eindeutigkeit der Losung mit dem Mittelwertsatz

gezeigt.)

(3) Fir ¢ € (0,2) ist X := {f €C[0,c] | f > 1} mit der Metrik aus dem vorherigen
Beispiel ebenfalls vollstindig.” Setze

T(f)(x) =1+ /0 VI dt,

dann ist 7': X — X kontrahierend: Seien f, g € X, fiir alle z € [0, ¢] gilt dann

T()(a) - T(g) )] < / VI - Vo) ar

WLGETGIY
o VIB) + V()

7(t) — ()
/0 sl

d(f,9),

IN

IN
N AN =

IN

also d(T(f),T(g)) < £d(f,g) mit £ < 1. Laut Satz 2.7 hat die Gleichung T'(f) = f
eine eindeutige Losung f, d.h.

fla _1+/\/_dt

Dies ist dquivalent zu f'(x) = \/f(x) fiir alle x und f(0) = 1. Auf solche Differen-

zialgleichungen kommen wir in spateren Kapiteln noch zuriick.

In vielen Fallen werden Metriken von Normen induziert. Dafiir betrachten wir im Fol-
genden K-Vektorrdume, wobei K fiir R oder C steht.

Definition 2.9. (a) Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
||| : V' — [0, 00) mit den folgenden Eigenschaften:
(i) VeeV: |z[|=0&2=0.
(i) VAeKVzeV: |[Ax] =]|A-|z|.
(iii) Ve,y e Vo lz+y| < lz|| + [y (Dreiecksungleichung)

"Hierbei steht f > 1 abkiirzend fiir f(x) > 1 fiir alle z € [0, c].

11



(b) Ein normierter Raum (V,||-]]) ist ein K-Vektorraum V' zusammen mit einer Norm
||| auf V.

Bemerkung 2.10. Ist (V,||-]|]) ein normierter Raum, so induziert die Norm ||-|| eine
Metrik d auf V' durch

d(z,y) == |z —y[| firalle z,yeV.
Diese ist translationsinvariant:
Vr,y,z €V d(z+z,y+2) = d(z,y).

Beziiglich dieser Metrik konnen wir dann auch in normierten Réumen von konvergen-
ten Folgen, Cauchy-Folgen und Vollstandigkeit sprechen. Einen vollstdndigen normierten
Raum nennen wir auch einen Banachraum.’

Beispiel 2.11. Die Euklidische Abstandsmetrik auf C und R wird von der Euklidischen
Norm induziert. Die dn-Metrik auf C[0, 1] wird von der Supremumsnorm induziert.

In einigen Féllen werden Normen selbst durch eine stérkere geometrische Struktur auf
dem Vektoraum induziert:

Definition 2.12. (a) Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
(-,-) : V x V — K mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir alle \, u € K und alle z,xy, 22,9, 91,92 € V gilt *

<)\l‘1 + M$2,y> = )\<$1,y> + M<x27y>

und _
(2, Ayr + py2) = Mo, y1) + 7z, ).

(i) Fir alle z,y € V gilt (x,y) = (y, z).
(iii) Fir alle z € V gilt (z,2z) > 0 und

(x,z) =0 < x=0.

(b) Ein Prahilbertraum (V, (-, -)) ist ein K-Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt (-, -).

Beispiel 2.13. (a) Auf C" und R" hat man das Standardskalarprodukt
(x,y) == Z%E
j=1
(b) Auf C|0, 1] ist ein Skalarprodukt gegeben durch

(f,9) ::/0 F()g(t) dt.

SNicht zu verwechseln mit einem Bananachraum, der Antwort auf folgende klassische mathematische
Scherzfrage: “Was ist gelb, krumm, normiert und vollstdndig?”

7 Achtung Physiker: In der Physik wird das Skalarprodukt, gem#® der bra-ket-Denkweise, normalerweise
linear in der zweiten Komponente und anti-linear in der ersten angenommen. Das &ndert natiirlich
nichts an der allgemeinen Theorie, man muss nur bei den Formulierungen und Rechnungen aufpassen.

12



Satz 2.14 (Cauchy-Schwarz). Sei (V, (-,-)) ein Préahilbertraum iiber K.

(a) Fiir alle z,y € V gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[z y)|” < (z,2) - {y,y)
mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.
(b) Durch ||z|| := /{z, z) wird eine Norm auf V induziert.
Beweis. (a) Seien x,y € V. Fiir alle A € K gilt
0 < (x4 Ay, +hy) = (2.2) + My @) + Xz, y) + A (g, ).

e Falls (y,y) = 0, so folgt y = 0 und die Behauptung ist erfiillt (denn dann sind
x und y linear abhéngig und beide Seiten der Ungleichung sind gleich 0).

e Falls (y,y) # 0, so betrachten wir

(=)
M=y
Damit gilt
0 < {(x+Ay,z+ \y)
= (z,z) + My, z) + Mz, y) + AP (v, )
N 2% /R () I (2, y)|”
= (z,7) <y’y><y, ) <y,y>< ,y>+|<y7y>|z<y,y>
e @ | )P
= ) <y,y>< Y) Wy W)
oy el
=t =
also

[z, ) ” < (z,2) - (y, ).

Gleichheit gilt nun genau dann, wenn

[, y)

0=t =00

= (z+ Ay, z + \y),

also wenn z + Ay = 0. Dies ist aber (im Falle y # 0) dazu dquivalent, dass z
und y linear abhéangig sind.

(b) Wir weisen die Normeigenschaften aus Definition 2.9 nach:

(i) Sei z € V, dann gilt

|zl =0 < (r,z) =0 < (z,2)=0 <& ao=0.
ii) Seien A € K und x € V, dann gilt
(i) : g

Az]] = v/ (Aw, Az) = \/ﬂ@,@ = \/!MQ(%@ = (A, ) = Al - [l

13




(iii) Seien z,y € V, dann gilt

lz+yl* = (x +y, 2 +y) = (v,2) + (@,9) + (v, 2) + (v, )
= |l=ll* + (z, y) + (z,v) + vl
= [|l||* + 2Re((z,)) + |yl
< lwlf* + 20, y)| + [yl

(@

< llel® + 24/ (o) v/ (. ) + Iyl
2 2

= [l + 2[lz /gl + [yl

= (llll + llyl)*,

also auch ||z +y|| < ||z] + ||yl -

Beispiel 2.15. Auf V = K" sind fiir x = (z1,...,z,) € V durch folgende Ausdriicke
Normen gegeben:

o ||z|, = Z|x]| (1-Norm, Betragssummennorm)

o |z, : (2-Norm, Euklidische Norm)

o |z : (co-Norm, Maximumsnorm)

Die induzierten Metriken werden iiblicherweise mit d;, ds und dy bezeichnet. Fiir ||-||,
und [|-|| , kann man die Normeigenschaften leicht nachrechnen. Weiterhin zeigt man leicht,
dass das Standardskalarprodukt

<.T, y>2 = Z ij_j
7j=1

die Euklidische Norm induziert (vgl. Beispiel 2.13).
Definition 2.16. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so setzen wir
B(z,r) :={y € X | d(z,y) <7}

fir alle z € X und r € (0,00). Wir nennen B(z,r) auch die Kugel in (X, d) mit Mittel-
punkt x und Radius 7.

Beispiel 2.17. Die Kugeln im R? um 0 mit Radius 1 sind in Abbildung 1 dargestellt.
Fiir alle z € R? gilt

2doo(x,0) > di(x,0) > do(x,0) > doo(x,0),

dies folgt aus

2max {|z1], [v2|} > |z1| + [22] > 4/ |1|* + [22]? > max {|z1], |z2]} .
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x2 2

/ 1 : B 1 N

-1 -1 -1

Abbildung 1: Graphische Darstellung der Einheitskugeln im R? beziiglich unterschiedli-
cher Metriken: d;, ds und dy, (von links nach rechts).

Bemerkung 2.18. (i) Die iibliche Metrik auf K" ist die Euklidische Metrik dy, indu-
ziert von der Euklidischen Norm ||-||,.

(ii) Eine Folge (2")zey in K" konvergiert genau dann beziiglich d, wenn sie kompo-
nentenweise konvergiert, also wenn fiir jedes 7 = 1,...,n die Folgen (xgk))

beziiglich dem Euklidischen Abstand |-| konvergieren.

ey in K

(iii) (K™, dy) ist ein vollstdndiger metrischer Raum.

Bemerkung 2.19. (a) Auf C|0, 1] ist durch

(f,q) = /O Fa dt

ein Skalarprodukt gegeben (vgl. Beispiel 2.13). Laut Satz 2.14 gilt somit fiir alle

f,g € Cl0,1]
[ ot < ( [ 1|f(t)|2dt)% (/ 1|g<t>|2dt>%
= ([ 1|f(t)|2dt>é

wird eine Norm ||-||, auf C[0, 1] definiert. Diese stimmt offenbar nicht mit der sup-
Norm aus Abschnitt 1 tiberein.

und durch

(b) Fur alle f € C[0,1] gilt

1 1
2: 2d < 2 d _ 2
112 / FOR < 12 / t= IR

also
1 lls < 1]l
Aber es gibt kein ¢ € (0, 00) mit

1l < c-[If]l, fiiralle  f e C[0,1].°

8Man sagt daher auch, dass diese beiden Normen nicht dquivalent sind, mehr dazu in der Ubung.
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Sel dazu
VIi—n-t, falls0<t <1

0,1 = C, t—
fo: 10,1 {Q falls T <¢<1.

Fiir alle n € N gilt dann einerseits || f,|| ., = 1 und andererseits

1 1
s [ 1,0 1
2 = l—n-t)dt = |t — —nt?| =—.
e N e

0
Also konvergiert (f,)nen beziiglich |||, gegen 0, aber nicht beziiglich ||| . Somit
ist |||, schwdcher als ||-|| ..

Laut Satz 1.9 ist C[0, 1] beziiglich ||-|| , vollsténdig. Beziiglich ||-||, ist C[0, 1] hingegen
nicht vollstandig: Fiir

0, fallsogtgé—%,
foil0,1] =R, t= qn-t+1-% fallsi—1<t<y
1, falls 3 <t <1,

gilt im Falle n < m

1 1

2mw—mw%xj”

2

2_1 2 9, _1
|m—mmiémw—MWdu» 1t ==,

o

_1
n

also ist (f,)nen eine Cauchy-Folge in (C[0,1],]|||,). Allerdings konvergiert (f,)nen
gegen die unstetige Funktion

0, falls0<t< %,
1, falls § <t <1,

f:00,1] — R, tr—>{

Y

also f ¢ C[0, 1], vergleiche auch Abbildung 2.

Man muss C[0, 1] also beziiglich |[|-||, “vervollstdndigen”, &hnlich wie Q zu R vervoll-
standigt werden musste.

Jn f

[V
3=
o~
]
8
SIS

Abbildung 2: Die Funktionen f,, und f, die zeigen, dass (C[0, 1], ||-||2) nicht vollsténdig ist.

Definition 2.20. Ein Prahilbertraum, der beziiglich seiner induzierten Norm vollstandig
ist, heilst Hilbertraum.

Beispiel 2.21. (i) (K", (:,-),) ist ein Hilbertraum.

(i)

(C[0,1], (-, -),) ist kein Hilbertraum.
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3. Topologie metrischer Raume

Definition 3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(1) Eine Teilmenge U C X heift offen, falls

VeeU3de>0: B(x,e) CU.

(2) Eine Teilmenge A C X heifst abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

Bemerkung 3.2. In jedem metrischen Raum (X, d) sind sowohl () als auch X offen und
damit (wegen X'\ X = () und X'\ @ = X) auch abgeschlossen. “Offen” und “abgeschlossen”
schliefen sich nicht gegenseitig aus, sie sind auch keine Negationen voneinander.”

Beispiel 3.3. (1) Sei (X, d) ein diskreter metrischer Raum, also

d(x,y) = 0, fallsy=ux,
W= 1, fallsy # x.

Dann ist jede Teilmenge von X offen und abgeschlossen.

(2) In jedem metrischen Raum (X, d) ist fir alle z € X und alle € > 0 die Kugel B(z, ¢)
offen.

Satz 3.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
(a) @ und X sind offen.

(b) Jeder endliche Durchschnitt offener Mengen ist wieder offen: Sind Uy, ..., U, offene
Teilmengen von X, so ist auch (., U; = Uy N...NU, offen.””

(c) Jede beliebige Vereinigung offener Mengen ist wieder offen: Fiir jede Familie (U;);es
von offenen Teilmengen von X ist auch |J,.; U; offen."!

Beweis. (a) Klar (fiir () ist nichts zu zeigen und fiir X ist die Bedingung B(z,e) C X
trivialerweise immer erfiillt.).

(b) Sei z € (;_, U;, dann liegt = in jeder offenen Menge U;. Somit existiert fiir jedes
i=1,...,nein g > 0 mit B(z,&;) C U;. Setze € := min{ey,...,e,} > 0. Fiir alle
t=1,...,n gilt also € < g; und somit

B(,ZE,E) g B<x7€i) g Uz
also auch B(xz,¢) C (;—, U;. Somit ist (), U; offen.

(c) Sei x € |J;c; Ui, dann existiert ein j € I mit € U;. Da U; offen ist, existiert ein
e > 0 mit B(z,e) € U; € U;¢; Ui- Somit ist |, Us offen. O

9Mengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind, heifen manchmal auch abgeschloffen.

19Dje Einschréinkung auf endliche Durchschnitte ist hier wichtig: So ist etwa (1— 1,1+ 1) fiir jedes n € N
cine offene Menge in (R, |-]), aber (,,cy(1 — 1,1+ 1) = {1} ist nicht offen.

1180 wie eine Folge in X eine Abbildung N — X ist, ist eine Familie eine Abbildung I — X, wobei I
eine beliebige Indexmenge sein kann.
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Bemerkung 3.5. (1) Da Kugeln offen sind, ist jede Vereinigung von Kugeln offen.
Umgekehrt ist jede offene Menge auch eine Vereinigung von Kugeln.

(2) Eine Menge T von Teilmengen einer Menge X, die die Bedingungen aus Satz 3.4
erfiillt, heifst Topologie auf X, (X,T) ist dann ein topologischer Raum. Es gibt
topologische Raume, die nicht von Metriken induziert sind.

(3) Analog zu Satz 3.4 gilt fiir die abgeschlossenen Mengen in X:

(a) @ und X sind abgeschlossen.

(b) Jede endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

(c) Jeder beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
Dies folgt direkt aus X \ ([ 4; = J(X \ 4;) und X \ JA4; = N(X \ 4).

Satz 3.6. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann sind dquivalent:
(1) A ist abgeschlossen.
(2) Fiir jede Folge (x,)nen in A, die einen Grenzwert x € X besitzt, gilt z € A.

Beweis. (1)=(2): Sei (2,)ney eine Folge in A mit z, —— 2 € X. Wire nun z ¢ A,
so liegt = stattdessen in der offenen Menge X \ A. Also gibt es ein € > 0 mit
B(z,e) € X \ A. Insbesondere gilt nun B(x,e) N A = 0, also kann (x,),en nicht
gegen x konvergieren.

(2)=(1): Wir fithren den Beweis per Kontraposition, die Aussage ist also: Wenn A C X
nicht abgeschlossen ist, gibt es eine Folge (x,)nen in A, die gegen ein x € X \ A
konvergiert.

Sei also A C X, dann ist X \ A nicht offen. Somit gibt es ein x € X \ A, so dass
fiir jedes ¢ > 0 die Kugel B(x,¢) Elemente von A enthilt. Sei z, € B(z, 1) N A

n—oo

ein solches Element fiir £ = 1. Dann gilt z,, 7% x, da d(z, x,) = L2720 und
x, € A, aber x ¢ A. O

Bemerkung 3.7. (a) Q ist als Teilmenge von R nicht abgeschlossen, als Teilmenge von
sich selbst aber natiirlich schon. Abgeschlossenheit (und Offenheit) ist also immer
relativ zu einem gegebenen metrischen Raum.

(b) Seien a,b € R mit a < b und betrachte (R, |-]).
e [a,b] ist abgeschlossen und nicht offen.
e (a,b) ist offen und nicht abgeschlossen.

e (a,b] und [a,b) sind weder offen noch abgeschlossen.

Bemerkung 3.8. Zwei Metriken d; und ds auf X heiflen dquivalent, falls es Konstanten
c1,c > 0 gibt mit

Vo,ye X : di(z,y) < crde(z,y) und do(z,y) < cody(z,y).

Wenn d; und dy dquivalent sind, so gilt laut dem Quetschlemma fiir jede Folge (x,,)nen
in X und jedes x € X

n—o0 n—oo

di(z,x,) — 0 & do(z,2,) — 0,
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also konvergiert die Folge (z,)nen genau dann beziiglich d;, wenn sie fiir dy konvergiert.
Insbesondere haben (X, d;) und (X, ds) dieselben offenen und dieselben abgeschlossenen
Mengen.

Definition 3.9. Sei Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Der Abschluss Y von
Y in X ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen von X, die Y enthalten:

Y = ﬂ A.

ACX abg.
YCA

Somit ist Y die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die Y enthiilt.

Beispiel 3.10. Fiir X =R gilt Q = R. Seien a,b € R mit a < b, dann gilt

(a,b) = (a,b] = [a,b) = [a,b].

Lemma 3.11. Sei Y eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X,d). Dann ist Y die
Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in Y.

Beweis. Sei H die Menge aller Grenzwerte von konvergenten Folgen in Y. Dann gilt
Y C H (denn jedes y € Y ist Grenzwert der konstanten Folge, die nur den Wert y
annimmt) und H C Y (da Y abgeschlossen ist und jede Folge in Y auch eine Folge in Y’
ist). Es reicht also zu zeigen, dass H abge_)schlossen ist.

Sei (hp)nen eine Folge in H mit h, —— z € X. Da h,, nach Definition von H der
Grenzwert einer Folge in Y ist, gibt es ein y, € Y mit d(h,,y,) < % Somit gilt

n—o0

d(z,yn) < d(z,hy) + d(hn, yn) < d(z,h,) + — 0.

——

—0

g<:|+~

Somit ist z auch der Grenzwert der Folge (y,)neny mit y, € Y fiir alle n € N. Per Definition
ist also z € H. O

Satz 3.12. Scien (X, d) und (Y, d’) metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung.
Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(1) Fiir jede Folge (x,)nen in X und jedes zg € X gilt
Tn T xg = flan) T fla).
(2) Fiir alle zy € X gilt
Ve>036>0Ve e X: dz,m) <d=d(f(x),f(x)) <e.?

(3) Fiir jede offene Menge U C Y ist f~}(U) C X offen. '3

(4) Fiir jede abgeschlossene Menge A C Y ist f~!(A) C X abgeschlossen.

12Tn Kugeln ausgedriickt: Voo € X Ve > 035 > 0: f(B(mo, 5)) - B(f(xg),e).
BHier ist f~1(U) := {x € X | f(z) € U} das Urbild von U unter f. Nicht mit dem Konzept der Um-
kehrabbildung verwechseln, die hier {iberhaupt nicht existieren muss!
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Beweis. (1)=>(4): Sei A C Y abgeschlossen und (z,,),cx eine Folge in f~!(A) mit x,, “—
o € X. Dann ist ( f (xn))neN eine Folge in der abgeschlossenen Menge A, fiir die laut

(1) f(2n) 2= f(x0) gilt. Also muss auch f(z) € A gelten Somit folgt =y € f~1(A)
und f~!(A) abgeschlossen.

(4)=(3): Sei U C Y offen, dann ist Y \ U abgeschlossen. Laut (4) ist dann

X\ U) = (Y \U)

als Urbild einer abgeschlossenen Menge selbst wieder eine abgeschlossene Menge,
also ist f~1(U) C X offen.

(3)=(2): Sei z € X und € > 0. Dann ist B(f(z),e) C Y eine offene Menge, also ist laut
(3) auch

U:= f’1<B(f(:c),8)) cX

eine offene Menge. Wegen = € U gibt es also ein 6 > 0, so dass B(x,d) C U. Folglich
gilt
f(B(z,0)) € f(U) € B(f(x).¢).

(2)=(1): Sei (2,)nen eine Folge in X mit x,, ——— 25 € X und € > 0. Dann existiert laut
(2) ein 0 > 0, so dass

Ve e X d(z,xz) <d=d(f(z),f(zo)) <e.

Da (x,)nen gegen zo konvergiert, gibt es ein N € N mit d(x,,z¢) < ¢ fir alle
n > N. Zusammengenommen gilt also d’ ( flxn), f (a:o)) < ¢ fiir alle n > N. Folglich
konvergiert (f(a:n))neN inY gegen f(xg). O

Definition 3.13. Eine Abbildung f : (X,d) — (Y, d’) heikt stetig, falls eine (und damit
alle) der dquivalenten Bedingungen aus Satz 3.12 erfiillt sind.

Definition 3.14. Sei f : (X,d) — (Y,d') eine Abbildung zwischen metrischen Rédumen.

(a) Die Abbildung f heifit stetig im Punkt zq € X, falls fiir alle Folgen (z,)nen in X
T T w = f(an) T f(20)
gilt. Dies ist dquivalent zu
Ve>036>0Ve e X: d(z,zo) <d=d(f(z),f(z)) <e.
Stetigkeit von f ist dquivalent zu Stetigkeit in allen Punkten, d.h. zu

Vi € X Ve> 030 >0Ve € X d(z,20) <6 = d(f(x), f(z0)) <e.

(b) Die Abbildung f heifst gleichmdflig stetig, falls

Ve>036>0Vrg,z € X: dlz,a) <d=d(f(z),[(z0)) <e.
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4. Kompaktheit in metrischen Raumen

Definition 4.1. Sei A Teilmenge eines metrischen Raumes X.

(1) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U;);e; von offenen Teilmengen von

(2) Die Menge A heifst kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt: Fiir jede offene Uberdeckung (U;);e; existieren endlich viele
il, e ,in c I mit A Q U?:l Uz]

(3) Die Menge A heifst folgenkompakt, falls jede Folge in A eine Teilfolge besitzt, die
gegen einen Punkt in A konvergiert.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass in metrischen Raumen die Konzepte “kompakt”
und “folgenkompakt” dquivalent sind.
Beispiel 4.2. (1) Die Menge A = (0,1] in R ist
n—oo

e nicht folgenkompakt, da + € A fiir alle n € N, aber + == 0 ¢ A (also kann
auch keine Teilfolge gegen einen Punkt in A konvergieren), und

e nicht kompakt: Fiir alle n € N ist U,, := (%, 2) eine offene Menge in R. Wegen

Uv.=02201=A4

neN

ist (U,)nen eine offene Uberdeckung von A, aber diese hat keine endliche
Teiliiberdeckung: Fiir nq,...,ny € N setze m := max{ny,...,n;}, dann gilt
ﬁ € A, aber

1 k

(2) Die Menge A = [0,1] in R ist

e folgenkompakt, da jede Folge in A laut Bolzano-Weierstrafs eine in A konver-
gente Teilfolge besitzt, und

e kompakt. Als Beispiel betrachten wir die offene Uberdeckung (U, )nen, mit
U, == (£,2) fiir alle n € N und Uy := B(0,¢) fiir ein beliebiges ¢ > 0. Nach
Archimedes gibt es ein m € N mit % < g, also ist {Uy,...,U,} eine endliche
Teiliiberdeckung.

(3) Die Menge A = R als Teilmenge von sich selbst ist

e nicht folgenkompakt, denn (n),cn hat keine konvergente Teilfolge, und

e nicht kompakt, denn (U, )neny mit U, := (—n,n) ist eine offene Uberdeckung
von R, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt (da eine endliche Vereinigung
beschrankter Intervalle immer noch beschréankt ist).

(4) Sei X = C[0,1] mit der von der sup-Norm induzierten Metrik und

A=B0.1) = {feClo.1]: £l <1}.
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Abbildung 3: Funktionen f,,, die zeigen, dass B(0, 1) in (C[0, 1], ||-||s) nicht kompakt ist.

Betrachte die Funktionenfolge (f,,)neny mit f,, : [0, 1] — R wie in Abbildung 3. Dann
gilt || fu]l =1 fiir alle n € N, also f,, € A. Weiterhin gilt || f,, — fi||,, = 1 fiir alle
n # m. Somit hat (f,)n,en keine konvergente Teilfolge, also ist A nicht folgenkom-
pakt. Weiterhin ist A auch nicht kompakt: Betrachte dazu die offene Uberdeckung

(Uf) fecio,1) mit

1 1
Up:=B|f,7)=99€Cl01]:llg—flloe<7¢-
4 4
Angenommen, es giabe eine endliche Teiliiberdeckung

{Uny,- - Un,}.

Wegen || f, — fmll, = 1 fir n # m kann jedes Uj, hochstens ein Element der
Folge (fn)nen enthalten. Somit kann {Up,,..., U, } nicht alle f, iiberdecken und
insbesondere auch nicht A. Folglich kann es keine endliche Teiliiberdeckung von A
geben.

Der Grund dafiir ist hier also, dass man A nicht mit endlich vielen Kugeln vom
Radius i iiberdecken kann.

Definition 4.3. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifst total beschrinkt
(oder prikompakt), falls es fur jedes € > 0 endlich viele xy, ..., 2, € X gibt mit

A g U B(l’l, E).
i=1
Beispiel 4.4. (1) Aus dem letzten Beispiel wissen wir also, dass B(0,1) in C[0, 1] nicht

total beschrankt ist.

(2) Das Intervall (0, 1] in R ist total beschrankt (fiir jedes € > 0 kann man es mit endlich
vielen offenen Intervallen der Lénge ¢ iiberdecken). Der Grund fiir die Nichtkom-
paktheit ist hier, dass (0, 1] nicht vollsténdig ist.

Wir werden sehen, dass Kompaktheit einer Teilmenge A dquivalent ist zu Vollstandig-
keit (“A hat keine Locher”) und totaler Beschranktheit (A ist “klein”).
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Satz 4.5 (Borel-Lebesgue). Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann
sind aquivalent:

(1) A ist kompakt.
(2) A ist folgenkompakt.
(3) A ist vollstdandig und total beschrinkt.

Bemerkung 4.6. Ist (X, d) ein metrischer Raum und A C X, so ist auch (A, d) ein metri-
scher Raum und die Fragen nach Kompaktheit, Folgenkompaktheit, Vollstdndigkeit und
totaler Beschrianktheit von A haben die gleichen Antworten in (4,d) wie in (X, d)."* So-
mit geniigt es, im folgenden Beweis direkt metrische Rdume zu betrachten statt beliebige
Teilmengen metrischer Rdume, also den Fall A = X.

Beweis von Satz 4.5. (1)=(2): Sei X kompakt und (x,)nen eine Folge in X. Angenom-
men, (Z,)nen hat keine konvergente Teilfolge. Wir kénnen annehmen, dass z,, # x,,
fir alle n # m. ' Dann existiert fiir jedes n € N ein g, > 0, so dass z,,, € U, :=
B(zp,e,) fiir alle m # n, da andernfalls eine Teilfolge existieren wiirde, die gegen
x, konvergiert.

Die Menge A := {z,, | n € N} ist laut Satz 3.6 abgeschlossen. 9 Also ist Uy := X\ A
offen. Somit ist
{Up} U{U, | n € N}

eine offene Uberdeckung von X . Jede endliche Vereinigung der U; enthilt nur endlich
viele Folgenglieder, kann also keine Uberdeckung von X sein. Dies ist ein Wider-
spruch zur Kompaktheit von X, laut der eine endliche Teiliiberdeckung existieren
miuisste.

Also muss (x,,),en eine konvergente Teilfolge besitzen. Damit ist X folgenkompakt.

(2)=-(3): Sei X folgenkompakt.

(i) Sei (25)nen eine Cauchy-Folge in X und € > 0, dann existiert ein N; € N, so
dass

Vn,m > Ny :  d(x,,x,) < g.

Da X folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (,, )ren von (2, )nen, die gegen
ein x € X konvergiert. Dann existiert ein N, € N, so dass
€

Vk > Ny:  d(xy,,z) < 3

Setze N := max { Ny, No}. Fiir alle m > N ist n,, > m > N, also gilt

Vm > N: d(xg,x) < dzm, tn,) + [(@n,,2) <Ee.
—_—— N —

< <

nlm
n|m

Somit konvergiert (z,)nen gegen x € X, also ist X vollsténdig.

4Vorsicht: Fiir Offenheit etwa gilt dies nicht; zwar ist A C A immer offen, aber A C X nicht unbedingt.

15Taucht ein Wert unendlich oft in der Folge auf, so gibt dies direkt eine konvergente Teilfolge. Taucht
jeder Wert nur endlich oft in der Folge auf, so kbnnen wir zu der Teilfolge iibergehen, wo wir jede
Wiederholung entfernen. Die Frage nach einer konvergenten Teilfolge wird davon nicht beriihrt.

16 Jede konvergente Folge in A muss irgendwann konstant werden, da dies ansonsten eine konvergente
Teilfolge der urspriinglichen Folge (z,,) liefern wiirde.
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(3)=

(ii) Angenommen, X ist nicht total beschrinkt, dann gibt es ein € > 0, so dass X
nicht mit endlich vielen e-Kugeln iiberdeckt werden kann. Wéhle nun z; € X
und

Tpi1 € X\ U B(z;,e) firalle neN.
j=1
Laut Annahme ist (J;_, B(7;,¢) eine echte Teilmenge von X, also kann man
immer ein x,,; wiahlen. Insbesondere gilt d(z,,, z,,) > ¢ fiir alle n # m. Folglich

kann (x,)nen keine konvergente Teilfolge besitzen im Widerspruch zur Folgen-
kompaktheit.

Somit muss X total beschrankt sein.

(2): Sei X vollstédndig und total beschrénkt. Sei (,)nen eine Folge in X. Da X total
beschrankt ist, gilt

TN 1
YNeN™ . yMeX: XgUB(y§N> _>

Fir N =1 gilt
1
XCUB(“ )

Nun muss es (mindestens) ein ¢; € {1,...,r;} geben, so dass B (yg), %) unendliche
(1)

viele Folgenglieder von (x,),en enthélt. Sei also (x5’ ),en die Teilfolge von (z,)nen,

deren Folgenglieder alle in B <y§ ), 2) liegen.

Fir N = 2 gilt
1
X C UB (y]@), ) :

Nun muss es (mindestens) ein ¢o € {1,...,72} geben, so dass B (yg), i) unendli-

che viele Folgenglieder von (x%l))neN enthélt, wir konnen also wieder eine Teilfolge

(x %))neN von (:L'g ))neN wihlen, die vollstdndig in B <y§ ), 4) liegt.
Durch Iteration erhalten wir also Teilfolgen (l’q(lk))neN von (Z,)nen, SO dass
o (acq(fjL Npen eine Teilfolge von (x,(lk))neN ist fiir alle £ € N, und

o (:c;k))neN enthalten ist in B (yg:), i)

Definiere nun (z,),en als “Diagonalfolge” mittels z, := 2 fiir alle n € N, dann ist
(zn)nen eine Teilfolge von (z,)nen-

Sei nun ¢ > 0. Laut Archimedes gibt es ein N € N mit N > % Seien n,m > N

beliebig und oBdA n < m. Dann gilt z,,, 2, € B (yé 5 > und somit

n n 1
A(2m; 2n) < Az, y8") + d(y”, 2) < = <,
A I _/ A & n

/

~~ ~~

1 1
<z <z
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(2)=

also ist (2, )nen eine Cauchy-Folge. Da X vollstidndig ist, konvergiert (z,)nen in X.
Somit hat die urspriingliche Folge (z,),en eine konvergente Teilfolge, also ist X
folgenkompakt.

(1): Sei X folgenkompakt und (U;);c; eine offene Uberdeckung von X. Wir zeigen
zunachst:
Ir>0VeeX3iel: B(x,r) CU.

Dazu nehmen wir das Gegenteil an:
Vr>03reXViel: B(xr)ZU,

insbesondere
VneNdx,e X Viel: <xn,—)¢_U

Da X folgenkompakt ist, existiert eine Teilfolge (2, )ren von (2, )nen, die gegen ein
x € X konvergiert. Da (U;);c; eine Uberdeckung von X ist, existiert ein ¢ € I mit
x € Up. Da U, offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B(z,e) C Uyp. Da (2, )ren gegen x
konvergiert, gibt es ein N € N, so dass

d(zy,, ) < fur alle k> N.

DN ™

Laut Archimedes konnen wir N so wahlen, dass N > g Nun ist ny > N > %, also
# < 5 und somit

1
B (ana E) g B (ana g) g B(ZL‘7€) g UK?

denn fiir alle y € B(z,,,, 5) gilt

dly,z) < d(y,xny) + d(xny,2) <€
—_——— N—_—

£
< <5

N|m

und somit y € B(z,¢). Nun ist B(z,,, - e —) C Uy ein Widerspruch, da diese Kugel
laut Annahme in keinem U; enthalten sein darf.

Also gilt wie gewiinscht das Zwischenresultat
Ir>0VeeX3iel: B(x,r) CU.

Wegen (2)=-(3) ist X total beschrinkt, also existieren zu diesem 7 endlich viele
Y1, .-, Ye € X mit

k

U ij

Zu jedem y; existiert nun ein i; € I mit B(y;,r) C U;;, also

k k
U (yj,r) C U Ui, .
j=1 J=1

Dann ist U;,,...,U;, eine endliche Teiliiberdeckung von X. Somit ist X kompakt.
m
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Satz 4.7. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann ist
fiir jede kompakte Teilmenge K von X auch das Bild f(K) kompakt.

Beweis. Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von f(K), also
fx) c|Jus.
iel

Laut Satz 3.12 sind alle f~'(U;) C X offen, wegen

K CfH(f(K)) Cft (U Ui> =Jr )

iel el

ist also ( ffl(Ui))iE ; eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine
offene Teiliiberdeckung f~(U;,), ..., f~*(U;,) von K. Dann ist aber auch U; , ..., U, eine
endliche Teiliiberdeckung von f(K). O

Satz 4.8. Seien K und Y metrische Rdume, wobei K kompakt. Dann ist jede stetige
Abbildung f : K — Y sogar gleichméafig stetig.

Beweis. Angenommen, f wére nicht gleichméfig stetig, also (mit § = %)

1
Je>0VneN3Ix,,y, € K: d(zp,yn) < - /\d(f(xn),f(yn)) > e,

Als kompakte Menge ist K auch folgenkompakt, also existiert eine Teilfolge (z,, )ren von
(Zn)nen, die gegen x € K konvergiert. Wegen

k—o0

———— ———

<L 0 —0
N
konvergiert auch (yn, Jren gegen x. Da f stetig ist, gilt

Fl@n) 2% f@) £ Fya,),

also d(f (g, Yny)) 22 0 im Widerspruch zu d(f(zn), f(yn)) > € fiir alle n € N.
Somit muss f gleichméfig stetig sein. ]

Satz 4.9. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes. Dann nimmt jede
stetige Funktion f: K — R ihr Supremum und Infimum auf K an.

Beweis. Sei a := inf,cx f(x), wobel a = —oo zunéichst moglich ist. Dann existiert eine

Folge (2,)nen in K, so dass
n—oo

flz,) — a.
Da K kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge (2, )reny von (2, )nen mit

k—
Tn, —> 1z € K.

Da f stetig ist, folgt
flan,) = f(2).

Da ( f (xnk)) ren &ls Teilfolge von ( f (xn))neN aber auch gegen « konvergiert, muss aufgrund
der Eindeutigkeit von Grenzwerten o = f(z) € R gelten.
Analog zeigt man die Aussage fiir das Supremum. m

26



5. Die Satze von Heine-Borel und Arzela-Ascoli

Satz 5.1. Jede kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen und
beschrankt.!”

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass K abgeschlossen ist: Sei dazu (z,)nen eine Folge in
K mit 2, —> 2 € X. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (@, Jken Vo (Zp)nen,
die gegen ein y € K konvergiert. Da nun notwendigerweise x = y € K gilt, ist K laut
Satz 3.6 abgeschlossen.

Zur Beschrianktheit sei © € K beliebig. Dann ist (B(x,n))neN eine offene Uberde-
ckung von K (fiir jedes y € K gibt es nach Archimedes ein n € N mit n > d(z,y),
also gilt y € B(z,n)). Da K kompakt ist, gibt es nun eine endliche Teiliiberdeckung
B(x,n1),...,B(x,ng). Dann gilt aber

k
K C UB(x,ni) = B(a:,max{nl, o ,nk}),
i=1

also ist K beschrankt. O

Bemerkung 5.2. Die Umkehrung der obigen Aussage gilt nicht: Abgeschlossenheit und
Beschranktheit reicht im Allgemeinen nicht fiir Kompaktheit. Zwar gilt dies fiir R” laut
dem folgenden Satz von Heine-Borel, aber nicht fiir X = C[0, 1] laut dem Satz von Arzela-
Ascoli (Satz 5.8) (dort erhalten wir aber immerhin eine zusétzliche Bedingung, mit der
die kompakten Teilmengen charakterisiert werden kénnen).

Zu beachten ist auch, dass R" ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum ist, wahrend
C[0, 1] unendlich-dimensional ist. Die Theorie unendlich-dimensionaler Vektorrdume ist
wesentlich komplizierter (und damit interessanter) als die Theorie endlich-dimensionaler
Vektorrdume.

Satz 5.3 (Heine-Borel). Eine Teilmenge K von R™ ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschréankt ist.

Beweis. Sei K C R™ abgeschlossen und beschriankt, wir miissen zeigen, dass K kompakt
ist. Sei dazu (zx)ren eine Folge in K, wobel zy = (SL’](CI), . ,a:,(:)) mit x,(;) e R. Mit K

ist auch (zj)ren in R™ beschréinkt, also ist fiir jedes ¢ = 1,...,n auch die Folge (x,(j))keN

in R beschrankt. Insbesondere ist (x,(:))keN beschrankt. Laut Bolzano-Weierstrafy gibt es

eine konvergente Teilfolge (x,g)) ten- Nun ist (x,(;)) ten eine beschrankte Folge in R, hat also

wiederum laut Bolzano-Weierstrak eine konvergente Teilfolge (:Eg) )pen. Wichtig ist, dass
D
(x,g) )pen eine Teilfolge von (:Bg))geN ist und somit weiterhin konvergiert.
P
Wenn man dies nun bis n iteriert, erhdlt man eine Teilfolge (z,,, )ren von (zx)ren, SO

dass alle Komponenten (x%)r)reN in R konvergieren, also konvergiert auch (z,,, ),en in R™.

Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert in K, also ist K (folgen)kompakt. O

Beispiel 5.4. (1) Die abgeschlossene Einheitskugel
B(0,1)={x e R": ||z|| < 1}

im R"” ist beschrankt, nach Heine-Borel also kompakt.

1"Beschriinkt heifit hier, dass es ein € X und ein r € (0,00) gibt mit K C B(x,r).
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(2) In Beispiel 4.2 haben wir gesehen, dass die abgeschlossene Einheitskugel
B0,1) ={f €0, 1] : |If]l < 1}

in C[0, 1] nicht kompakt ist. Diese ist zwar beschrénkt, aber nicht total beschréankt.
Es stellt sich die Frage, wie wir in C[0, 1] Kompaktheit (beziehungsweise totale Be-
schrianktheit) besser charakterisieren kénnen.

Bemerkung 5.5. Betrachte eine Funktionenfolge (f,,),en in C[0, 1], die gegen f € CJ0, 1]
konvergiert, und ein € > 0.

e Aufgrund der Konvergenz existiert ein N € N, so dass
Yn>NVzre0,1]: |fula)— f(z)] < %
e Aufgrund der Stetigkeit von f existiert ein 6 > 0, so dass **
€
Ve,y €0, o -yl <o = [fx) — fy)l < 3.

Zusammengenommen gilt also fiir alle z,y € [0, 1]

@) = £a@)] < [fale) = F@)] + [F@) = F@)] + [faly) = Flw)] <<

TV TV TV
<3 fir n>N < fiir [z—y|<d <% fir n>N

Da auch alle f; stetig sind, existieren §; > 0, so dass
Ve,y € [0,1] 0 |z —y| < = |filx) — fi(y)] <e.
Setzt man nun 0 := min {8,61,...,0n_1}, so gilt
VmeNVe,ye[0,1]: |z—y| <d=|fm(@) — fm(y)| <e.

Das ist die Stetigkeitsbedingung fiir die ganze Folge (f,,)nen gleichzeitig mit dem gleichen
“Grad” §.

Definition 5.6. Eine Teilmenge A C C[0, 1] heifst gleichgradig stetig, falls
Ve>038>0VfeAVa,ye[0,1]: |z—y|<d=|f(z)— fly)]<e®
Bemerkung 5.7. Wenn A gleichgradig stetig ist, dann auch A.
Satz 5.8 (Arzela-Ascoli). Sei K eine Teilmenge von C[0, 1]. Dann sind dquivalent:
(1) K ist kompakt.

(2) K ist abgeschlossen, beschrankt und gleichgradig stetig.

18Genau genommen benutzen wir hier die gleichméRige Stetigkeit, aber wir wissen ja, dass stetige Funk-
tionen auf kompakten Mengen wie dem Intervall [0, 1] gleichmé&Rig stetig sind.
9Entscheidend ist hier natiirlich, dass ein § fiir alle f € A funktionieren muss: “one § to rule them all”.
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Beweis. (1)=(2): Sei K kompakt, dann ist K laut Satz 5.1 abgeschlossen und beschrénkt.
Angenommen, K wére nicht gleichgradig stetig, dann existiert ein £ > 0, so dass fiir
alle n € N (mit 6 = 1) gilt:

1
Elfn € K Elxmyn € [07 1} : |xn - yn| < E A |fn(xn> - fn(yn)| Z .

Insbesondere ist keine Teilfolge von (f,).en gleichgradig stetig. Da K kompakt ist,
existiert eine konvergente Teilfolge (f,, Jken von (f,)nen. Laut Bemerkung 5.5 ist
(fur )ken dann aber gleichgradig stetig, Widerspruch.

Somit muss K gleichgradig stetig sein.

(2)=(1): Sei K abgeschlossen, beschrankt und gleichgradig stetig. Sei (f,,)nen eine Folge
in K, dann miissen wir zeigen, dass eine konvergente Teilfolge existiert.
Wir zeigen zunéchst, dass es eine Teilfolge gibt, die punktweise an rationalen Argu-
menten konvergiert. Sei dazu x1, T, r3, ... eine Abzdhlung von [0,1] N Q.
Da K beschriinkt ist, ist (f,(21))_ oy €ine beschriinkte Folge in R, die laut Bolzano-
(1)

Weierstrals eine konvergente Teilfolge besitzt, d.h. es gibt eine Teilfolge (fn’)nen
von (f)nen, so dass

existiert. Da K beschrankt ist, ist ( 7gl)(xg))n oy €ine beschrinkte Folge in R, die
laut Bolzano-Weierstrafs eine konvergente Teilfolge besitzt, d.h. es gibt eine Teilfolge

(f7(12))neN von (fqgl))neN, so dass

yp = lim fP(zy) € R

existiert, wobei auch lim,, ., fqu)(xl) = 1y gilt. Durch Iteration erhalten wir also
Teilfolgen ( fé’“))neN von (fp,)nen, so dass

o (S, en eine Teilfolge von (f1F),en ist fiir alle k& € N, und

o lim, oo £ (z:) = y; fiir alle i = 1,..., k.

Da wir unsere Folge in jedem Schritt weiter ausdiinnen, kénnen wir als unsere ge-
suchte Teilfolge, welche an allen rationalen Punkten konvergiert, nicht einfach die
Folge nehmen, die fiir & — oo iibrighleibt — eventuell bleibt ja gar nichts iibrig.
Wir miissen uns etwas geschickter anstellen und wie beim Beweis von dem Satz von
Borel-Lebesgue greift hier das Diagonalfolgen-Argument. Definiere also (g,)nen als
“Diagonalfolge” mittels g, := fT(L") Abgesehen von endlich vielen Anfangsgliedern ist
(gn)nen fiir jedes k € N eine Teilfolge von ( f,E’“))neN, also gilt

lim g,(xg) =y, fiiralle ke N.
n—o0

Die Folge (g, )nen ist nun unser Kandidat fiir eine konvergente Teilfolge. Wir wissen,
dass

® (gn)nen eine Teilfolge von (f,,)nen ist, und dass
o (gn(a:))neN konvergiert fiir alle z € [0,1] N Q.

Wir miissen zeigen, dass
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. (gn(:v))neN fiir alle z € [0, 1] konvergiert, und dass
® (gn)nen gleichméfig konvergiert.

Betrachte also z € [0,1] und sei ¢ > 0. Da K gleichgradig stetig ist, gibt es ein
6 > 0, so dass

VneNVieN: |z—x)| <d=|gu(x) — gnlx;)| <§
Sei also ¢ € N so, dass |z —x;] < J (x ist Grenzwert einer rationalen Folge in
[0,1], also muss es so ein i geben). Die Folge (gn(x,))n oy konvergiert, ist also eine
Cauchy-Folge. Somit existiert ein N; € N, so dass
Vi = Ni: o [ga(e) = g(w)] < 2.

Fiir alle n,m > N; gilt dann aber auch

19n(2) = gm (2)] < |gn(x) = g0 ()] + |90 (i) = g (@)] + g (i) — gm(2)] <&,

J/ .

-~ -~
£

~
£ £
<3 <3 <3

also ist (gn(x))neN eine Cauchy-Folge in R und somit konvergent.

Um gleichméfige Konvergenz zu erhalten, muss obige Abschétzung von x unabhén-
gig sein. Dies gilt im Augenblick nicht, da IV; von der Wahl von z; abhéngt. Falls
wir hingegen nur endlich viele x; benutzen miissen, dann haben wir auch nur endlich
viele N; und kénnen dann N als Maximum dieser N; wahlen. Somit brauchen wir
endlich viele z; € Q, so dass fiir jedes z € [0, 1] mindestens ein x; existiert mit
|z — x;] < ¢ fiir ein (durch die gleichgradige Stetigkeit vorgegebenes) .

Wiéhle also r € Q mit 0 < 7 < min {0, 1} und als z; die rationalen Zahlen

1
r,2r,3r, ..., L—J T
r

Dann haben wir die gleichméfige Abschitzung
Ve>03dIN e NVz € [0,1] Vn,m > N:  |gu(z) — gm(z)| < e,

also konvergiert (g, )nen gleichméfig. O

Beispiel 5.9. Betrachte eine Folge (f,,)nen in C[0, 1] mit || f,,||., < 1 und der zusétzlichen
Eigenschalft, dass alle f, auf (0,1) differenzierbar sind mit || f/||. < ¢ fiir ein ¢ € [0, 00).%"
Dann ist K := {f, | n € N} gleichgradig stetig, denn fiir alle z,y € [0, 1] existiert laut
Mittelwertsatz ein £ zwischen x und y mit

[fo(@) = fa@) = £ - [z =yl < ol le =yl S - |z —yl.

Somit ist K gleichgradig stetig (laut Bemerkung 5.7), abgeschlossen und beschrinkt,
laut Arzela-Ascoli also kompakt. Folglich enthélt (f,)nen eine gleichméfig konvergente
Teilfolge.

20Die Beschriinkung der Ableitung schliefit Beispiele wie die immer schmaler (und damit steiler) werden-
den Zackenfunktionen aus Beispiel 4.2 aus.
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6. Parametrisierte Kurven im R"

Konvention. In diesem Kapitel seien stets a,b € R mit a < b, so dass [a,b] C R ein
kompaktes Intervall ist. Wir betrachten R™ mit der Euklidischen Norm |||, und schreiben
dafiir abkiirzend nur ||-||.

Definition 6.1. Eine (parametrisierte) Kurve in R™ ist eine Abbildung 7 : [a,b] — R™.

Bemerkung 6.2. (1) Sei v : [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve. Dann ist
Y(t) = (n(t),...,7(t)) € R™ fiir alle ¢ € [a,b]

fiir geeignete Funktionen ~; : [a,b] — R. Weiterhin ist v genau dann stetig, wenn
alle Komponentenfunktionen ~; stetig sind.

(2) Eine parametrisierte Kurve ist eine Kurve als geometrisches Objekt mit einer Para-
metrisierung, also einer Vorschrift, wie die Kurve durchlaufen wird.

Beispiel 6.3. Fiir n = 2:

(i) Seir > 0und 7 : [a,b] — R?, ¢+ (rcos(t),rsin(t)). Dann durchliuft v den Kreis
mit Radius r gegen den Uhrzeigersinn von Winkel a bis Winkel 0. Insbesondere
erhdlt man fir [a,b] = [0,27] und [a,b] = [0,47] das gleiche geometrische Objekt
(den Kreis mit Radius r), allerdings mit unterschiedlichen Parametrisierung: Im
ersten Fall wird es einmal, im zweiten Fall zweimal durchlaufen.

(ii) Fiir ¢, d € (0,00) durchléuft ~ : [0,27] — R? mit y(t) = (ccos(t), dsin(t)) die Ellipse
mit Halbachsen ¢ und d.

(iii) Fir v : [a,b] — R? mit y(¢t) = (¢,¢*) erhilt man als geometrisches Objekt den
Graphen der Funktion f : [a,b] — R, z + 2 (Parabel).

Definition 6.4. Eine Abbildung v : [a,b] — R" heifst differenzierbar im Punkt ¢, € [a, b]
mit Ableitung 4(to), falls fiir jede Folge (¢)ren in [a,b] \ {to} mit Grenzwert ¢,

con e V() = (o)
=

Hierbei heift 4(tg) Tangential- oder Geschwindigkeitsvektor zu  im Punkt ¢y,. Wie {iblich
heifst v differenzierbar, wenn + in jedem ty € [a, b] differenzierbar ist. Dann ist 4 : [a, b] —
R"™ wieder eine Abbildung. Weiterhin heifit v stetig differenzierbar, wenn ~ differenzierbar
ist und 7 stetig ist.

Bemerkung 6.5. (1) Eine Abbildung 7(¢) = (71(f),...,7(t)) ist genau dann in ¢,
differenzierbar, wenn 7y, ..., 7, jeweils in ¢, differenzierbar sind. In diesem Fall gilt

Y(to) = (Vi (o), -, Ya(to))-

(2) Jede differenzierbare Abbildung 7 : [a,b] — R™ ist stetig.

Das Ziel ist es nun, die Lénge einer Kurve  durch lineare Approximation zu bestimmen.
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Erinnerung. Eine Unterteilung des Intervalls [a,b] ist ein Tupel T' = (zo, ..., x,) mit
Xo, ..., Ty, € R, so dass
a=xg <z <...<x,=0.

Hierbei heifsen die x, ..., x, auch Stitzstellen von T
Ist S = (yo,...,Ym) eine weitere Unterteilung von [a, b] mit m Abschnitten, so schrei-
ben wir S U T fiir die eindeutige Unterteilung von [a,b], die xg,...,Zn,Yo,---,Ym als

Stiitzstellen hat (nach Aussortieren von Duplikaten).
Wir schreiben S C T', wenn jede Stiitzstelle von S auch eine Stiitzstelle von T ist. In
diesem Fall heiftt T" feiner als S.

Notation 6.6. Sei 7 : [a,b] — R™ eine stetige Kurve und P = (to,...,t;) eine Untertei-
lung von [a, b].”! Wir setzen

k
L(P) := ZH’Y(E) —y(tiza)ll

i=1
(die Lange des von P beschriebenen “Sehnenpolygons”). Ist P’ feiner als P, so gilt nach
Dreiecksungleichung L(P’) > L(P).
Definition 6.7. Eine stetige Kurve v : [a,b] — R" heift rektifizierbar, falls

L(7y) :=sup{L(P) | P Unterteilung von [a,b]}

in R existiert. In diesem Fall heift L(vy) Léinge von +.

Bemerkung 6.8. Nicht jede stetige Kurve ist rektifizierbar. Beispielsweise gibt es eine
stetige Kurve « : [0,1] — R? mit v([0,1]) = [0,1] x [0, 1], fiir die daher L(vy) = oo gilt
(Peano-Kurve).

Satz 6.9. Jede stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — R" ist rektifizierbar mit

L) = [ o) e

Beispiel 6.10. Sei
v:[0,0] = R? ¢+ (cos(t),sin(t)).

Fiir alle ¢ € [0, 6] gilt §(t) = (—sin(¢), cos(t)), also

()] = y/sin(t) + cos?(r) = 1.
Daraus folgt
0 0
L) = [ ol = [ 1ae=e.
0 0
Der Winkel 6 im Bogenmalfs ist also eigentlich die Lénge des Kreisbogens von 0 bis 6.
Wir zeigen zunéchst einige Hilfsaussagen:

Lemma 6.11. Sei 7 : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt:

21Zur Erinnerung: Das bedeutet, dass a =t < t1 < ... < tp_1 < tx = b.
22 Anschaulich formuliert: Der zuriickgelegte Weg ist das Integral iiber die Geschwindigkeit.
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(a) Die Abbildung 7 ist gleichméRig stetig, also

Ya>03>0 V91,92 S [a, b] : |91 — 92| <) = ||’7(91) — ’}/(92)” < o

(b) Fiir alle o > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle s,%,0 € [a,b] mita < s <0 <t <b
und |s —t| <6

(c) Fiir alle v > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle s,,0 € [a,b] mita <s <0 <t <b
und |[s —t| <6

. V() —(s)
N — || ——————=||| < a.
o1 - | 2922 <
(d) Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir jede Unterteilung P = (t,...,t;) von

[a, b] mit Feinheit hochstens ¢ (also |t; — ¢;_1| < 0 fiir alle i) gilt:

< E.

JAGIOIEAtS

Beweis. (a) Folgt aus Satz 4.8, da ¥ stetig und [a, b] kompakt.

(b) Sei >0 und y(t) = (9(t),...,7(t)) fiir alle ¢ € [a,b]. Laut (a) gibt ein § > 0, so
dass fiir alle 0y, 60y € [a,b] mit |#; — O] schon

Fi(60) — 50l < /<

’ ’ . . a? ..
[(01) = 2 (02)] < [7(61) = (0| <4/ —  firalle k=1,....n

Seien nun s,t,0 € [a,b] mit a < s <O <t<bund|s—t| <. Firallek=1,...,n
existiert laut Mittelwertsatz ein 6, € [s,t] mit

gilt, also auch

() —wls)
% —Vk(ek)~

Wegen 6,0, € [s,t] und |s —t| < 6 folgt |# — | <, also

bio - 20220 g )=
= ZUIQ(Q) — (0
< zn: %2 =a?
k=1

Mit der Monotonie der Wurzelfunktion folgt die Aussage.
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(c) Folgt aus (b) mit der umgekehrten Dreiecksungleichung: ||z — y|| > |||z||

= [lyll] fiir
alle z,y € R".

(d) Seie > 0. Zu o := 5= wihle § = min(d,,d.) > 0 mit §, wie in (a) und é, wie in

(c) (so dass fiir dieses 0 sowohl (a) als auch (c) gelten) und beliebige 6; € [t;_1,1;].
Einerseits gilt

/H’V Hdt—Dw (t— i)
- Z / "1|w<t>||dt—; / It
_ Z [ - e
< Z [ - Is@ar

(a)

< Z/ adt = (t —ti1) = a(b—a)

und andererseits

(t; — ti1) ZH’V(E) - ’Y(tz‘1>|||

k

Z (” 0ol H%ti:z(tf””) ()

k

<3 |Iv@ - ) Al -
(—22@'<ti—ti—1 =a(b—a),

1

%

also

[ ena- )| <[ H"V(t)Hdt—ZH’y(ti)—v(t@-1)H|
/ CCILES SEIIRCE
(ti —ti1) ZHV(W —V(til)H‘

(b—a)+a(b—a):2oz(b—a)<s. O

VAN

Beweis von Satz 6.9. Sei 7y : [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Aus Lemma 6.11 folgt:
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e Fiir alle Unterteilungen P von [a, b] gilt

mz/www%

denn fiir jedes £ > 0 wihle ein 6 > 0 wie in Teil (d). Dann kénnen wir eine Unter-
teilung P’ O P mit Feinheit hochstens § wahlen, so dass

b
MHSL@US/WWN&+a

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt die Aussage.

e Die Zahl f ||%(t)]] dt kann beliebig genau durch Zahlen der Form L(P) approximiert
werden.

Zusammengenommen gilt also
b
/ |5(¢)|| dt = sup {L(P) | P Unterteilung von |[a, b]} = L(7). O

Bemerkung 6.12. (1) Sei~ : [a,b] — R" eine stetige Kurve. Sind @/, b’ € R mit o’ < ¥/
und o : [@’,b'] = [a, b] eine stetige und monotone Bijektion, so ist

F:[d V] =R, t— () :=v(o(t))

eine Umparametrisierung von v mit L(y) = L(¥) (da die Sehnenpolygone von 7 die
selben sind wie die von 7).

(2) Eine stetig differenzierbare Kurve v : [a,b] — R™ heift reguldr, falls ||¥(t)|| # 0 fiir
alle t € [a,b]. Falls v regulér ist, ist

st = 0,26 o) = [ T3] au

stetig differenzierbar mit s'(t) = ||5(¢)|| > 0, also ist s monoton und bijektiv. Somit
existiert eine differenzierbare Umkehrfunktion ¢ : [0, L(7y)] — [a, ] von s. Fir

F:[0,L(y)] = R, = 3(t) :==v(e(t))

gilt
. 1 1
V() =4(e) - () =F(e(t) - w7 = V(1)
(0) 70 =300 Sy =10 Foa
also H?(t)” =1 fiir alle t. Man nennt v die natirliche Parametrisierung fir ~.
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7. Differenzierbare Funktionen in mehreren
Variablen

Konvention. (1) Im Folgenden benutzen wir auf R” (und auf R™) eine fixierte Norm.
Da wir wissen, dass dort alle Normen &quivalent sind, spielt die spezifische Wahl
von ||-|| keine Rolle fiir unsere Aussagen.

(2) Im Folgenden bezeichnen wir mit e; € R™ stets den i-ten Standardbasisvektor des
R™ also den Vektor, der in der i-ten Zeile den Wert 1 annimmt und sonst iiberall
den Wert 0. Somit ist e; die i-te Spalte der Einheitsmatrix vom Format n x n.

Bemerkung 7.1. Seien n,m € N fest. Wir betrachten Funktionen f : R — R™. Diese
sind stetig, falls

Ve eR"We>030>0VyeR": |z—y|<d=|fla)—fv)| <e

oder dquivalenterweise falls fiir jede Folge (z)ken in R™ und jedes x € R™ aus der Kon-

vergenz Iy k2% 2 in R™ auch die Konvergenz f(zy) koo, f(z) in R™ folgt, siehe auch
Satz 3.12.

Falls wir f koordinatenweise schreiben als f = (fi,..., f,,) mit f; : R® — R so ist
f genau dann stetig, wenn alle f; stetig sind (analog zur Situation fiir Kurven, Bemer-
kung 6.2).

Allerdings ist Stetigkeit nicht dquivalent zu “Stetigkeit in jeder Variablen”!

Beispiel 7.2. Betrachte

22 fall 0,0
fﬁRzﬁR, (ZE,y)H 2442 a S(‘T7y)7é( ) )7
0, falls (z,y) = (0,0).

Dann ist fiir jedes feste o € R die Funktion

2r0y falls xg #£ 0
g:R >R, ny(xo,y)z{xgﬂ’z’ 070

0, falls 2o =0

stetig. Analog ist auch fiir jedes feste yo € R die Funktion

2eyo. - falls 0,
h:R—=R, zw f(z,y) =1 % bo 7
0, falls yg =0

stetig. Allerdings ist f in (0,0) nicht stetig, denn fiir die Folge (4, 7)ren gilt

aber
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Motivation 7.3. Welche Art von Objekt ist die Ableitung einer Funktion f : R" — R™?
Im Spezialfall n = m =1 mit f : R — R haben wir
h) —
o) = 0PI S0)

h—0

oder dquivalent
fle+h) = f(z) = f(x)-h+rh),

wobei der Restterm 7(h) klein ist im Sinne von limy, o L:) = 0. Anders ausgedriickt

approximieren wir f(z + h) — f(x) durch eine lineare Funktion
R—R, hw f'(x)-h.
Im allgemeinen Fall f : R"™ — R™ wollen wir ebenso
flz+h) = f(x) = A(h) + r(h),
wobei r(h) fiir b — 0 “klein” wird, durch eine lineare Funktion
R" - R™, h— A(h)
approximieren. Wir werden dann f'(z) := A setzen und f’ mit D f bezeichnen.

Definition 7.4. Eine lineare Abbildung (oder Operator) zwischen zwei K-Vektorraumen
X und Y ist eine Abbildung A : X — Y mit

A(xy +29) = A(x1) + A(xe) fiir alle x1,20 € X (Additivitat)

und
A(ax) = cA(x) firalle € X undalle ae€kK (Homogenitét)

Bemerkung 7.5. (1) Ist A linear, so schreibt man oft Az fir A(x).

(2) Lineare Operatoren auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen wie R” sind Gegen-
stand der Linearen Algebra.

(3) Lineare Operatoren auf unendlich-dimensionalen Vektorraumen wie C[0, 1] sind Ge-
genstand der Funktionalanalysis.

(4) Ist A linear, so folgt A(0) = 0.

(5) Sei X = R™ mit Basis by,...,b, und Y = R™ mit Basis ¢y, ..., ¢y, dann ist

Abi:Zajicj fiir alle izl,...,n

j=1

-----

fir geeignete a;; € K und A kann mit der Matrix (a;;)j=1,...n identifiziert werden.
=1,

Dann ist Az gerade die Multiplikation der Matrix A mit 7 als Spaltenvektor.

Definition 7.6. (i) Mit L(R",R™) bezeichnen wir die Menge aller linearen Abbildun-
gen R" — R™.
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(ii) Fir Ay, Ay € L(R",R™) und oy, a9 € R definieren wir a1 A; + agAs € L(R™,R™)

durch
(1 Ay + asAs) () := a1 A1 (z) + apAs(x) fir alle x € R™.

(iii) Fir A € L(R",R™) und B € L(R™,RP) definieren wir BA € L(R", R?) durch

(BA)(z) := B(A(z)) fiir alle z € R™.

Bemerkung 7.7. (1) Unter der Identifikation mit Matrizen (fiir eine feste Wahl der

(2)

Basen) entspricht obige Definition der Addition und Multiplikation von Matrizen.

L(R™ R™) wird so zu einem (endlich-dimensionalen) R-Vektorraum. Durch

Ax
141 = sup KAZ1 _ G az)) < oo
zER? ||$|| zER"
2£0 lell=1

wird eine Norm auf L(R" R™) gegeben. Damit wird L(R", R™) zu einem Banach-
raum.

Aus der Definition folgt [|Ax| < [|A| - ||z| fiir alle x € R™. Ist also (zy)ren eine
Folge in R", die gegen ein x € R™ konvergiert, so gilt
k—o0
1Az, — Az|| = | A(zy — 2)|| < [JAI] - |l — 2] =0,
also ist jede lineare Abbildung A : R™ — R™ stetig. Sie ist sogar gleichméfig stetig:
Fiir € > 0 setze 0 := ”57”.23 Fiir alle z,y € R™" mit ||z — y|| < J gilt dann

15
4z — Ayl = A =)l < DAY e =yl < AN o =<

Man kann obiges auch auf lineare Abbildungen A : X — Y zwischen beliebigen
normierten Vektorrdumen verallgemeinern. Allerdings gilt dann ||A|| < oo nicht
mehr unbedingt fiir alle A € L(X,Y): Lineare Abbildungen zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen sind nicht automatisch stetig!

Definition 7.8. Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™ heiftt (total) differen-
zierbar in x € U, falls es eine lineare Abbildung L : R" — R™ und ein € > 0 gibt, so

dass

flx+8) = f(x) + L{§) + »(&)

fir alle £ € R™ mit [|£]| < e, wobei ¢ : B(0,e) — R™ eine Funktion ist mit

©(€)

£—0 -
<o el

Wir bezeichnen L mit D f(z) und nennen es die (totale) Ableitung von f im Punkt z.

ZFiir ||Al| = 0 geht das natiirlich nicht, aber in diesem Fall ist A = 0 als konstante Abbildung sowieso
gleichméfig stetig.
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Bemerkung 7.9. (1) Falls f in z differenzierbar ist, so ist f in x auch stetig, denn ist
(& )ken eine Nullfolge in B(0, ¢), so gilt mit der Stetigkeit von L

e+ 6) = f@) + L) + 29 el 522 f@) + L(0) +0 = f(a).
\_}/0—/ —0 =0

(2) Sei f = A linear, dann gilt
Alx+ &) = Az + AE 40,

mit L = A und ¢ = 0 ist A also in jedem x € R™ differenzierbar mit DA(x) = A,
also DA = A.

(3) Die lineare Abbildung L in Definition 7.8 ist eindeutig bestimmt (falls sie existiert),
also ist D f(x) wohldefiniert.

(4) Falls f in x differenzierbar ist, so ist f in alle Richtungen partiell differenzierbar:
Fiir festes £ € R™ und y(t) := 7¢(t) =  + t£ mit ¢ € R und |¢| hinreichend klein ist
f o~vint =0 differenzierbar, denn aus

Fy@®) = flz+18) = f(@) + L(t&) + o(t) = f(7(0)) +1L(&) + o(t€)

o () - £60)
fiy@) = f(+(0) (t§) -0
; = L(§) + z L(¢),
also
(oo = L at t0)co = i OO TOOY ey pe

wobei L = D f(x).
Definition 7.10. Sei U C R" offen und f : U — R™.

(1) Die Richtungsableitung D¢ f(x) von f in Richtung £ € R™ an der Stelle z € U ist
die Ableitung der Kurve v(t) = f(z +t£) in t = 0.

(2) Wir schreiben
of
&’ti

fiir die Ableitung in Richtung des i-ten Standardbasisvektors e;.

= sz = Deif

(3) Ist % in Richtung e; differenzierbar, so schreiben wir

82 f
ax]’ 8:{:1

— D,D;f

und analog fiir hohere Ableitungen.
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Bemerkung 7.11. (1) Beziiglich der Standardbasen (e;)!; und (e;)", von R” und R™
ist Df(z) also als Matrix der partiellen Ableitungen gegeben:

Df(x)z(?f)il CEeR™™ fir f=(fi,o fn) mit f:U R
i) i=t

Jj=1

-----

' x Ty
f:R2 - R (y) — (:E+y)

mit fi(z,y) = zy und fo(x,y) = x + y erhdlt man beispielsweise

o O y oz
o ox o -
Df(x.y) = (% aiz) = (1 1)'
ox dy
(2) Die Existenz der totalen Ableltung ist starker als die Ex1stenz aller partiellen Ab-
af und uberall (insbesondere

auch im Punkt (0,0)!), aber da fin (0,0) nicht stetlg ist, kann f dort auch nicht
differenzierbar sein.

Fur

Satz 7.12. Sei U C R” offen und f : U — R (hier ist also m = 1) eine Funktion, fiir die
die partiellen Ableitungen g—i fiir alle s = 1,...,n in U existieren und stetig sind. Dann
ist f in U differenzierbar.

Beweis. Sei x € U und wéhle € > 0 mit B(z,¢) C U. Weiterhin sei £ € R" mit ||£|| < e.
Wir wollen zeigen, dass f(z + &) = f(x) + L& + ¢(&) fiir geeignete L und ¢ gilt.
Schreibe £ = Y | &e; in der Standardbasis mit & € R sowie

k
A ::x—l—z&ei fir alle £=0,...,n

=1

dann gilt 2@ = z, 20" = 2 + & und ¥ — (=D = geep fiir alle k = 1,...,n, also
unterscheiden sich 2 und 2*=Y nur in Komponente k& um den Wert &;. Betrachtet man
also die Funktion

feo[0,6] =R, te fRTD +tey),
so ist diese nach Voraussetzung differenzierbar. Laut Mittelwertsatz gibt es ein 6, € [0, 1]
mit

Si(€r) — fr(0) = fr(Ok&) - (& — 0) = f1.(Ok&k) - &,

also
f(z(k)) = fi(&) = fx(0) + & - fr(0kEx) = f(z(k_l)) + & - aa—:i(?/(k))
fiir 4y = 2*=Y 4 0, &ep. Somit gilt
fl+8) = f") = ") + - g—i@@)) == {7 +ka

f (33)

4= (ggf( >)i:1 (§j< ) gj@)) e RV,
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so gilt

Nun ist A offensichtlich linear und fiir & — 0 gilt & — 0 und somit
y(i) =20 4 O e =x+&er+ ...+ & 16,1+ 0:&e; > firalle 1=1,...,n.

Da die partiellen Ableitungen als stetig vorausgesetzt wurden, folgt

of . af . .

(’%i(y )—>8$i(x) firalle i=1,...,n,
also

n of (,,(@)y _ Of ) n
o] _ |20 (300 - F@)e] S| 2L oy - 2L | L
€l el =20 "0 el
=0 <1

undsomit@—)()ﬁirf—)Omitf%O. O

€]l

Korollar 7.13. Sei U C R” offen und f : U — R stetig partiell differenzierbar. Dann ist
f stetig.

Beweis. Wegen Satz 7.12 folgt aus stetiger partieller Differenzierbarkeit schon totale Dif-
ferenzierbarkeit, laut Bemerkung 7.9 folgt daraus Stetigkeit. [

Definition 7.14. Sei U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R heifst k-mal stetig partiell
differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen der Form

Dlezkf flir 21,,2k€{1,,n}
existieren und stetig sind.

Satz 7.15 (Schwarz). Sei U C R"™ offen und f : U — R zweimal stetig partiell differen-
zierbar. Dann gilt

Beispiel 7.16. Fiir f: R? — R mit f(z,y) = xe®™ gilt
g of 2

=e" 4+ axye™ und —— = x“e™.
ox

dy -
Die gemischten zweiten partiellen Ableitungen sind

°f _00f_0
dydxr Oydr Oy

(e + zye™) = xe™ + xe™ + 2’ye™

und 2f  9of 0
— - ) 7 2y Ty 2, Ty
9xoy 0z Dy axx e 2ze™ + xtye™,

also
O*f  0*f
dydx  Oxdy’
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Beweis von Satz 7.15. Sei x € U. Wir betrachten den Ausdruck

o(s,t) = (f(x +te; + sej) — flz+te;)) — (f(z + se;) — f(x)) fiir s,t>0.
Setze g(t) := f(z +te; + sej) — f(x +te;), dann liefert der Mittelwertsatz angewendet auf
gein 6 € (0,t) mit

Weiterhin gilt

fiir ein 6 € (0, s) laut Mittelwertsatz angewendet auf h. Wegen

(N an 0
h(@)—axjaxi(:c—i-@ei—i-%j)
gilt nun
(s,t)=t-g'(0)=t-s-h(0)=t-s- O'f (z + Be; + Be;)
o(s,t)y=t-g'(0)=t-s = Saxjaxix e; + Oe;).

Vollzieht man die gleiche Rechnung mit vertauschten Rollen von s und ¢, so erhélt man

0? _
p(s,t) =s-1- 52101, (@ + ne; + ne;)
fir n € (0,s) und 7 € (0,t), also
o f ; p(s,t) _ 0*f .
Oz Ox; (24 Oei + bej) = st Ox;0z, (& Fme; +fjea).

Fiir s,t — 0 gilt 0,0, 7n,7 — 0, also
~ s,t—0 ~ s,t—0
x+0e +0e; —— x und x4+ ne; + e, —— .

Da die zweiten partiellen Ableitungen nach Voraussetzung stetig sind, folgt

0°f ) i
Oz Ox; (z) = sl,%r—{lo Oz; 0x; (z + be; + ;)
0? 5?2
= lim f (x + ne; + ﬁei) _ / (a:) -

N 8331 axj

5,t=0 0x; 01

Bemerkung 7.17. Sei U C R"” offen. Eine Funktion f : U — R™ ist genau dann stetig
beziehungsweise differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen f; : U — R stetig
beziehungsweise differenzierbar sind (fiiv f = (fi,..., fi)). Daher gelten die Aussagen
Satz 7.12, Korollar 7.13 und Satz 7.15 auch fiir Funktionen f : U — R™.

Definition 7.18. Sei U C R" offen und f : U — R™.
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(1) Falls f differenzierbar ist, bezeichnen wir

Df(x) = ( S;f <~”C>>izl ..... "

als Funktional-, Jacobi- oder Differentialmatriz.

(2) Im Fall m =1, also f : U — R, ist die Funktionalmatrix eine (1 x n)-Matrix. Sie
heift dann Gradient von f und wird mit grad f bezeichnet:

of . of
Oxy’ Oz, )

grad [ = (

Bemerkung 7.19. (1) Fiir f: U — R definiert grad f ein Vektorfeld: Jedes z € U C
R"™ wird wieder auf einen Vektor in R™ abgebildet.

(2) Fiir Richtungsableitungen gilt in dem Fall

n

Dgf:fo:gradf-\g/:Z<gradf>i~5i:<gradf,£>eR

cR1xn cRnx1 i=1

Insbesondere gilt mit Cauchy-Schwarz

[Defl| = [{grad f,&)| < |lgrad f]| - [|€]]

mit Gleichheit (also maximaler Ableitung bei fester Lange von &) genau dann, wenn
¢ in Richtung von grad f zeigt.

Satz 7.20 (Kettenregel). Seien U C R™ und V' C R™ offen. Wir betrachten Abbildungen
g: U —= Vund f : V — RF Sei g in x € U differenzierbar und f in g(x) € V
differenzierbar. Dann ist f o g : U — R* in z differenzierbar und es gilt

D(f o g)(z) = Df(g(z)) - Dg(z).**

Beweis. Da g in x differenzierbar ist, gilt
9z +¢) = g(x) + Dg(x) - £+ ¢(§)

fiir ||| hinreichend klein und £ % 0. Da f in g(z) differenzierbar ist, gilt

el
(fog)(x+¢)
= f(g9(x+9))
= f(g9(x) + Dg(z) - € + ©(¢))
= f(9(x)) + Df(g(x)) - (Dg(x) - &+ (&) + ¥ (Dy(z) - £ + ©(¢))
= f(9(x)) + Df(g(x)) - Dg(z) - £+ Df(g(x)) - ©(&) + ¥ (Dy(x) - £ + ©(¢))

24 Auf der rechten Seite steht hier die Komposition von linearen Abbildungen, welche wir mit der Mul-
tiplikation ihrer darstellenden Matrizen, also der Multiplikation der Jacobi-Matrizen, identifzieren
kénnen.
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fiir 2© 2% 0 Fiir die Restterme gilt einerseits

l€ll
Df@uw-w@y:Df@@D<¢@»>gqu

€1l G
——

—0

da Df (g(:c)) als Abbildung linear und stetig ist. Andererseits muss

Y(Dyg(z) - &+ 0(€)  ¥(Dg(x)-E+0(€) [Dg(x)- &+ o)

€11 1Dg(x) - € + @& €]

fiir £ — 0 auch gegen Null gehen: Wegen Dg(z) - € + ¢(§) 0 gilt
¥(Dg() - £+ ¢()) e,

[1Dg(x) - €+ @& ’
es reicht also zu zeigen, dass W beschrankt ist: Es gilt

[1Dg(x) - &+ ol < [|Dg() - &l + ol < [1Dg(@)]] - €l + [l )],

also

IDg(x) - € + o(6)] le(©)]
el < IPg@l+ g™

Hierbei ist ||Dg(x)|| konstant und es gilt % £2% 0, also ist die rechte Seite und damit
auch die linke Seite beschrankt.
Somit ist also f o g in « differenzierbar mit D(f o g)(z) = Df(g(x)) - Dg(z). O

Beispiel 7.21. (1) Seien ¢ : R — R"” und f : R" — R differenzierbar, dann gilt

b= (2.2,

oxy " Oz,

also D f(z) € R fiir alle z € R, und

/ Op1

Y1 a9t
Do=1:11=1 " [,

/ Opn

%) OPn

(fop)(t) = Df((p(t)) -Dep(t) = Z 0f (gp(t)) . a@ii (t) e R fiir alle teR.

= 0z
Héaufig schreibt man in dieser Situation kurz

f=flxy,...,x,) mit z; := (1),

dann gilt




(2)

Fiir f(z,y) = 2® + y* und ¢(t) = (sin(t), cos(t)) gilt einerseits

(fow)(t) = f(sin(t),cos(t)) = sin®*(t) + cos®(t) = 1,

also (f o ¢)" = 0. In der anderen Schreibweise (mit z = sin(t) und y = cos(t)) gilt
ebenfalls

() = g—i . % + g—‘; . % = 21 - cos(t) + 2y - (—sin(t))
= 2sin(t) - cos(t) + 2 cos(t) - (—sin(t))
= 0.

In der allgemeineren Situation mit
f:R" R ¢g:R*"—5R™ und h=fog:R"—RF
schreiben wir

f=f(,...,ym) und g:g(xl,...,a:n):(yl(:z:),...,ym(:z:)).

Fir
Wz, ... xn) = f(yi(2),. .. ym(2))

gilt dann
Ohi <~ 0fi Oys

Ox; <= Oys Ox;
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8. Taylorformel und lokale Extrema

Konvention. Im Folgenden bezeichne (-, -) stets das Standardskalarprodukt auf R™ und
||-|| die davon induzierte Euklidische Norm || ||,.

Erinnerung 8.1. Sei f : R — R (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt die Taylor-
formel

Fla 1) = f@) + (@) 14 51/ @) 24 [ @) 1 Ry (r)
n (k)
-/ k!($) A+ Ry (1),

Eod
o

wobei fiir das Restglied R,,1(t) gilt:

1 t
Ry (t) = — / (t — )" O (z + 5)ds (Integraldarstellung)
n! Jo
oder alternativ
F0(0)
R,i(t) = CF A" fiir ein 0 € [z, 7 + ). (Lagrange-Form)
n !

Definition 8.2. Ein Multiindex ist ein Tupel o = (ay, ..., a,) € Nj. Wir setzen
lal i =a1+...+a, €Ny und ol:=aq! ... a,! €N
Fir £ = (&,...,&,) € R schreiben wir
€= gL,
Ist U C R" offen und f: U — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir
D%f(z) == D' D3* ... Do f(x).

Satz 8.3. Sei U C R” offen und f : U — R k-mal stetig differenzierbar. Weiter seien
x € U und £ € R" so, dass x + t£ € U fiir alle ¢t € [0, 1]. Dann ist die Funktion

9:10,1] =R, &t g(t) = f(z+1S)
k-mal stetig differenzierbar und es gilt

_d¥y

® ) = —2
g (1) Gk

!
()= Y S0 f( + 1)
a€eNp
|a|=Fk

Beweis. Fiir k =1 gilt: g(t) = f(¢(t)) mit p(t) = z + ¢, also nach Kettenregel

0= (o) % =3 Disa 1) &
‘ ! ~—~ =1

=&
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Fir hohere k erhalten wir

n

g'(t) = Z %(Dif(w +16)) &= Z DiD;f(x +1t&) - & - &

i=1 -~ y ij=1
=>"7_1 D;D; f(z+t§)-§;

und durch Iteration

i1 yeenyip=1
Nach dem Satz von Schwarz 7.15 vertauschen die partiellen Ableitungen: Jeder Term

D;, ... D, f ist von der Form D*f = D{* ... D3 f fiir ein o = (v, ..., a,) € Nj. Es gibt
genau % Tupel (iy,. .., 1), die zu dem gleichen « fiihren, * also gilt

- k!
gW (W)= > Dy Dy flx+1t8) & ... & = ngaf(xﬂg)ga. O
i yemrin=1 aeNg
|a|=k

Fiir n = k = 2 hat man beispielsweise

2
g'(t) =Y DiD;f(z+1t)-& - &

ig=1
= p%f@?‘i‘tﬁ) . fi + plD2f(~”U+t§) &1 & + pQle(x‘i‘tf) SRS

(1,)=(1,1) (1,1)=(1,2) (1,7)=(2,1)
+ Dif(z+1t8)-&

(1)~(2.2)
= \D%f(l’ + t£) - fi + ?DlDZf(x+t€) &1 'f% + ng(l’ + 1) - 531
QZE,O) O‘:‘(Evl) 04:?6,2)
2! o (07 o «
:Z | |D11D22f($+tf)' &
1.9
aGNg
|a|=2

Satz 8.4 (Taylorformel). Sei U C R" offen und f : U — R (k+ 1)-mal stetig differenzier-
bar. Weiter seien x € U und £ € R" so, dass x + t§ € U fiir alle ¢ € [0, 1]. Dann existiert
ein 6 € [0,1], so dass

fare)=f@+ Y 2 Wey s DUIEHO)

al a!
aeNy a€eNg
1<|e|<k || =F+1
Beweis. Die Funktion
9:00,1] =R, teg(t) = f(z+15)
25Klassische Kombinatorik: Um a = (aq,...,a,) zu erhalten, ziehen wir aus einer Urne mit a;-vielen

Kugeln mit der Zahl 1, as-vielen Kugel mit der Zahl 2, ...und «a,-vielen Kugeln mit der Zahl n. Es
gibt k! Reihenfolgen, in denen wir alle & = || Kugeln aus der Urne ziehen konnen. Da die a;-vielen
Kugeln mit der Zahl ¢ nicht unterscheidbar sind, miissen wir fiir jedes ¢ noch durch die Anzahl der
Permutationen dieser «;-vielen Kugeln teilen, also durch o;!.
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ist (k + 1)-mal stetig differenzierbar. Mit der eindimensionalen Taylorformel existiert ein
6 € [0,1], so dass

+0(0)
(k+ 1)

kL gm)
flr+€=g1)=g0+1) =Y 7 mf()) N

Die Aussage folgt durch Einsetzen der Formeln fiir die Ableitungen von g aus Satz 8.3. [
Definition 8.5. Sei U C R" offen und f : U — R.

(1) Die Funktion f hat in xy € U ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum), falls
es ein € > 0 mit B(zg,e) C U gibt, so dass f(y) < f(zo) (bzw. f(y) > f(xo)) fiir
alle y € B(xo, €) gilt.

(2) Die Funktion f hat in zg € U ein isoliertes Maximum (bzw. isoliertes Minimum),
falls es ein € > 0 mit B(zg,e) C U gibt, so dass f(y) < f(xo) (bzw. f(y) > f(x0))
fir alle y € B(xg,e) mit y # x¢ gilt.

Satz 8.6. Sei U C R” offen und f : U — R differenzierbar. Ist 2o € U ein lokales
Extremum von f, so gilt grad f(zg) = 0.2

Beweis. Sei £ € R™ und € > 0 so, dass xg + t£ € U fiir alle t € (—¢,¢e). Dann gilt
Def (x0) = ¢(0) fi

g:(—e,e) >R, twg(t) = f(xo+ t8).
Nun hat g in x ein lokales Extremum. Laut Satz 15.2 aus Analysis I folgt ¢’(0) =0. O

Bemerkung 8.7. Gilt f'(zg) = 0 im Fall n = 1, so entscheidet f”(zy) dariiber, ob in x
ein Maximum (f”(zg) < 0) oder ein Minimum (f”(xo) > 0) vorliegt. Im allgemeinen Fall
gilt

n 8 o

et o=@+ Laygr 3Dy
i=1 ! aeNg '
~(erad 7(2).) o= )

:% >i =1 DiDjif(2)&&;

= f(2) + (grad f(2), €) + 3{AE.E) + ..

fir

A= (Dz‘Djﬂ-TO))Zj:r

Definition 8.8. Sei U C R" offen, x € U und f : U — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann heifst
(Hess f)(z) := (D;D;f(x)), _, € R™"

ij=1

die Hesse-Matriz von f im Punkt x.

26 Anders ausgedriickt: Im Punkt o verschwinden alle Richtungsableitungen, also D¢ f(xo) = 0 fiir alle
& e R™
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Satz 8.9. Sei U C R” offen, x € U und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Fiir
alle £ € R™ mit ||¢]| hinreichend klein gilt dann

Flo+€) = Fla) + {grad f(2),€) + 5(Hess f)(2) - £,6) + ()

wobei fiir die Funktion ¢ gilt

lp(6)]

€50 2 =
%
e €]l

Beweis. Nach der Taylorformel 8.4 fiir k = 2 gibt es ein 6§ € [0, 1] mit

Flo+€) = Fla) + {grad F(x),€) + 5((Hess f)(x +06) - £,),

somit gilt die Behauptung, falls

p(€) = 5 {((Hess )(z) — (Hess f)(x +66)) - £.6)

die Zusatzbedingung erfiillt. Mit Cauchy-Schwarz gilt

()l = 3 {(Hess £)(x) — (Hess /) +06)) -€,6)|
< 5 1 (Hess 1)) — (Hess £) (e +66)) -] - e
< 5 I ((Hess 1)) — (Hess f) + 69) | - €1l €]

Da f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt

£—0

| (Htess £)(@) = (Hess f) @ + 66)) | <=0,

also
o(©)] e, .
1€]]
Bemerkung 8.10. Wegen D;D;f = D;D;f ist Hess f eine symmetrische Matrix, kann
also diagonalisiert werden und hat n reelle Eigenwerte Aq,..., A, (mit Multiplizitdten
gezéhlt).

e Wir nennen Hess f positiv definit, falls

Ve e R"\ {0} : ((Hess )&, &) > 0.

Dies ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte von Hess f positiv sind: \; > 0 fiir
allei=1,...,n.

e Wir nennen Hess f negativ definit, falls

VE e R\ {0}: ((Hess f)&, &) < 0.

Dies ist dquivalent dazu, dass alle Eigenwerte von Hess f negativ sind: \; < 0 fiir
allei=1,...,n.
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e Wir nennen Hess f indefinit, falls

,neR": ((Hess f)&,€) >0 und ((Hess f)n,n) <0.

Dies ist dquivalent dazu, dass Hess f sowohl positive als auch negative Eigenwerte
hat: Es gibt 4,5 € {1,...,n} mit A\; > 0 und \; < 0.*"

Satz 8.11. Sei U C R"” offen, x € U und f : U — R zweimal stetig differenzierbar mit
grad f(x) = 0.

(i) Falls (Hess f)(x) positiv definit ist, hat f ein isoliertes Minimum in z.

(ii) Falls (Hess f)(x) negativ definit ist, hat f ein isoliertes Maximum in x.

(iii) Falls (Hess f)(z) indefinit ist, hat f kein isoliertes Extremum in x.
(Falls (Hess f)(z) Null als Eigenwert hat, ist keine allgemeine Aussage moglich.)
Beweis. Sei A := (Hess f)(z).

(i) Da {n € R™: ||n|| = 1} kompakt und R™ — R"™, 5+ (An,n) stetig ist, existiert

M :=min {(An,n) : [[n]| = 1} > 0.
Fiir alle £ € R™ mit £ # 0 und ||£]| hinreichend klein gilt

§ £

seo -t (af £
(A€, ) = [I€]] €I 1111

> > e,

mit Satz 8.9 also

flo+€) = (@) + {grad f(2).€) + 5 (AE,€) + () 2 f(z) + HMIEI +(6),
—_—— ——

=0 > P
wobei T};ﬁg' £25% 0. Somit gibt es € > 0, so dass
1 2
(O] < ZMIE" fir [lEll <e
und somit

1 "
(&) > =5 Ml fir ]l < e
Folglich gilt

Fle+8) > f(z) + g MIEI + (&) > £(x) + sMIEI’ ~ SMIElP = 7(a),

also hat f in x ein isoliertes Minimum.

(i) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so ist (Hess(—f))(x) = —(Hess f)(z) positiv definit.
Also hat —f ein isoliertes Minimum in x und somit f ein isoliertes Maximum in x.

2"Dies deckt nur die Fille ab, in denen Hess f nie Null als Eigenwert hat. Falls Null als Eigenwert
auftritt, spricht man manchmal von positiv oder negativ semidefinit. Genau wie der Fall f”(z¢) = 0
im Eindimensionalen ist das fiir die Bestimmung von Extrema aber nicht sonderlich hilfreich.
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(iii) Seien &,n € R™ mit ((Hess f)&,&) > 0 und ((Hess f)n,n) < 0. Weiterhin sei € > 0,
so dass x + t§,x +tn € U fiir alle t € (—¢,¢). Betrachte

g:(—e,e) >R, tg(t) = flx+ ).

Dann gilt ¢’(0) = Def(z) = 0 und ¢”(0) = (AL, €) > 0, also hat ¢ in 0 ein isoliertes
Minimum und somit gibt es £; > 0 so dass

flx+1t&) =g(t) >g(0) = f(x) firalle te(0,e).
Analog erhélt man fiir h(t) := f(z + tn) ein €9 > 0 mit
flx+1tn) =h(t) < h(0)= f(x) firalle te(0,e).
Zusammengenommen gilt (mit e5 := min(eq, €2))
flx+t&) > f(z) > f(x+tn) furalle te (0,e3).
Somit kann f in x kein isoliertes Extremum haben. O]

Beispiel 8.12. Die Taylorformel erlaubt die Approximation von f durch eine quadratische
Funktion; deren Verhalten bestimmt iiber die Extrema von f. Die folgenden Funktionen
haben stets (0,0) als Nullstelle ihres Gradienten.

Hess f = (g g)

positiv definit, also hat f ein isoliertes Minimum bei (0, 0).

(i) Fir f(x,y) = c+ 2% +y* ist

(ii) Fiir f(z,y) = c—2? — y?* ist

Hess f = <_§ _g)

negativ definit, also hat f ein isoliertes Maximum bei (0, 0).

(iii) Fiir f(z,y) = c+2® — y? ist

Hess f = ((2) _(2)>

indefinit, also hat f kein isoliertes Extremum bei (0,0) (hier liegt eine sogenannte
Sattelfliche vor).

(iv) Fiir f(x,y) = 2* — 2zy + y? hat

Hess f = <_§ _3)

die Eigenwerte 0 und 4, also ist mit Satz 8.11 keine Aussage moglich. Wegen
f(x,y) = (z — y)? liegt offensichtlich ein globales Minimum bei (0, 0) vor, das aber
nicht isoliert ist, da f(0,0) = f(¢,t) fiir alle t € R.
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9. Satz von der lokalen Umkehrbarkeit

Motivation 9.1. Eine stetig differenzierbare Funktion f : R — R ist lokal invertierbar
bei zy € R, falls f'(x¢) # 0, denn dann ist f : U — W bijektiv fiir eine Umgebung U von
zo und eine Umgebung W von f(xg).*

In der Sprache der Abbildungen bedeutet f'(xq) # 0, dass

Df(zo) :R—=R, hw f'(xg)-h

invertierbar ist.

Somit erwarten wir, dass f : R" — R" bei xy lokal invertierbar ist, falls die lineare
Approximation D f(xq) invertierbar (also bijektiv) ist. Wichtig: Eine lineare Abbildung
RP — R? kann nur invertierbar sein, wenn p = q.

Satz 9.2 (Lokale Umkehrbarkeit). Sei A C R"™ offen und f : A — R" stetig partiell
differenzierbar. Weiterhin sei zy € A so, dass D f(x,) invertierbar ist. Dann gibt es offene
Mengen U, W C R" mit g € U C A, f(xg) € W und f(U) =W, so dass f: U — W ein
Inverses f~1: W — U hat. AuRerdem ist f~! stetig partiell differenzierbar mit

Df ' (y) = (Df(yc))_1 fir alle y € W, wobei z= f"'(y).

Bemerkung 9.3. Beziiglich der Standardbasis gilt

of L
ox1 T Oxn
pf={:
Ofn Ofn
o0z T Oxn

und Df(zo) ist genau dann invertierbar, wenn det(Df(zo)) # 0. Wir nennen det(Df)
auch Jacobi-Determinante.

Bewetis von Satz 9.2. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten:

(1) Durch Verschieben mit z und f(z() konnen wir annehmen, dass sowohl zy = 0 als
auch f(x¢) = 0 (sonst betrachten wir f(z + zo) — f(x0)).

(2) Setze T := Df(xy) und f := T"'o f. Da T und somit auch 7! linear ist, gilt
D(T7')(z) = T7! fiir alle z € R™, mit der Kettenregel folgt

Df(xo) = P(Tﬁl)(f(ﬂ?o)z - Df(xo) =id.

=7T-1 =T

Aus f=To f folgt f~' = f~'o T, also reicht es, den Satz fiir f zu zeigen.

(3) Somit kénnen wir annehmen, dass xo = 0, f(z9) = 0 und Df(0) = id. Wir wollen
y = f(z) lokal nach x auflésen und dazu den Banachschen Fixpunktsatz verwenden.
Die Fixpunktgleichung erhalten wir aus

y=f(z) & 0=y—f(r) & wv=r+y—f(v)=2-f(r)+y.

28Eine Umgebung von z ist eine offene Menge U mit = € U.
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Fir g(z) :== 2 — f(z) gilt g(0) = 0 und Dg(0) = 0. Weiterhin ist
9@l = @), gute) | < Dlai(o)l

Mit der Taylorformel 8.4 fiir &k = 0 gibt es fiir jedes i = 1,...,n ein §; € [0, 1] mit

9i(z) = gi(0 + ) = ¢;(0) + (grad g;(0ix), x) = (grad g;(0s), ).

—~—~
=0
Da
grad ¢1(0)
0 = Dg(0) = :
grad ¢, (0)

und Dg nach Voraussetzung stetig ist, gibt es ein r > 0, so dass

1
VeeR"Vie{l,....,n}: |z|| <r = |gradg(z)] < .
n

Sei z € R™ mit ||z|| < r, dann gilt mit Cauchy-Schwarz

lg(@)]| < Zlgi(ff)l = Z|<gradgi(9i$)v$>| <Y llerad gi(02)|| - |l

i=1 f

n

also gilt
g (B(O,r)) CB (0, g) .
Sei nun y € B(0, 5) und betrachte

gy R"=R" z—z—flz)+y=9g)+y.

Fir z € B(0,r) gilt

also

Fiir alle zq, x € B(0,7) gilt
gy (z1) = gy(2)l| = llg(z1) — g(@2)] < lgi(x1) — gi(w2).
i=1
Wieder mit der Taylorformel gibt es ein ¢; € [0, 1] mit
gz(l’g) = gi(xl + (I’Q - l’l)) = gz(l'l) + <gradg,;(x1 + ti<l’2 - 1’1)),1‘2 — ZL’1>.
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Hierbei ist a; := 1 +t;(xo — 1) ein Punkt auf der Strecke zwischen x; und x5, also
insbesondere a; € B(0, ). Mit Cauchy-Schwarz gilt

l9i(z1) — gi(22)| = |gi(x1) — gi(21) — (grad gi(a;), 2 — 21)|
= [(grad g;(a;), o — 1)
< |lgrad gi(a;)|| - [|w2 — 21|

< —_ —_
o 2o — 1],

da ||a;|| < r. Zusammengenommen folgt

n

1 1
19y(z1) — gy(x2)]| < Z|gz 1) — gi(z2)| < Z% e — 2| = §Hf’32 — a1,

=1

also ist g, eine Kontraktion auf dem vollstdndigen metrischen Raum B(0,r). Mit

dem Banachschen Fixpunktsatz 2.7 gibt es einen eindeutigen Fixpunkt = € B(0, )
mit

z=gy(r)=2—f(z)+y,
also y = f(z). Setze W := B(0,%) und U := f~'(W), dann ist folglich f : U — W
bijektiv, also existiert die Umkehrabbildung f=!: W — U.

(4) Fiir die Stetigkeit von f~! seien xy, x5 € B(0,r), dann gilt
H.Tl—;UQHIH( T +f131 ( i) +f(l’2))H

) -
= (1) = f(@2)) + (9(ar) — g(a2) |
SHﬂm) (@W+ﬂﬂ%) 9(x2)]

1
< If(@1) = fla2)l| + 5llzr — 22,
also [|z1 — @af| < 2 f(21) — f(=2)].
Fiir y1,y, € W = B(0, %) sind z; := f~'(y;) € B(0,r), also
[F7 ) = )| = o — 22l < 201 (21) = fla2)ll = 2[ly1 — well-

Aus dieser Ungleichung folgt die Stetigkeit von f~1.
(5) Nach Voraussetzung ist D f stetig mit (id —Df)(0) =id —D f(0) = 0, fiir alle = aus

einer Umgebung V' von 0 gilt also

lid =D f(2)|| <
Ist nun x € V und £ € R™ mit D¢ f(x) =0, so gilt

léll = liace )—Dsf(rc)l|=||1d( §-D < )€l
= [[(d=Df()) -¢|
< Jid-D ()] - lell < 5 - el

also ||€]] = 0 und damit & = 0. Folglich ist Df(z) fiir alle z € V invertierbar.?’
OBdA koénnen wir im Folgenden annehmen, dass r klein genug gewéhlt ist, dass
B(0,r) C V gilt, also dass D f(x) fiir alle z € B(0, r) invertierbar ist.

N —

29Genau genommen folgt zunéichst die Injektivitiit, die fiir quadratische Matrizen beziehungsweise lineare
Abbildungen von R™ nach R™ aber dquivalent zur Bijektivitat ist.
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(6) Fiir die Differenzierbarkeit von f~! sei y € W und z := f~!(y). Da f in z total
differenzierbar ist, existiert ein £ > 0 mit

fle+mn) = f(x) + Df(x) -n+e(n) firale |y <&
wobei ﬁ 220 0. Sei e := . Fiir alle £ € R” mit ||€]| < & setze

n=f"y+) - ="yt -
dann gilt mit der Abschétzung aus (4)

Inll = |1 F " w+&) — Wl <2 F(F w+8) = F(F W) =2lly + & —yll
= 2|]l,

also insbesondere ||n|| < 2||¢|| < 2¢e = £ und somit

f@)+Df(x)-n+en)=flat+n) =fla+fy+&—z)=f(f"y+9)

=y+<
= f(@) +€
Da Df(z) laut (5) invertierbar ist, gilt n = Df(z) ™ (£ — ¢(n)). Fiir alle [|¢]| < ¢
gilt also
fly+8 =1 +n=f")+Df(x)" - &=Df(x)™" - p(n)
—a(6)
mit

[N _ [I1Df () el _ [1D£(@) "] - llem)]
€]l €11 N €11

Sy ll el o

— \0’
=[ps@ 7)) ||§|| Il
——

—0

konstant

denn fiir & — 0 gilt auch n — 0.°° Somit ist f~! in y total differenzierbar mit
Ableitung D f(x)~!

Mit der Cramerschen Regel sind die Eintriige von D f(z)~! gegeben durch Quotien-
ten aus Unterdeterminanten von D f(x) und der Determinante von D f(z), hingen
also stetig von den stetigen partiellen Ableitungen von f ab und sind somit ebenfalls
stetig. Also ist f~! in y auch stetig partiell differenzierbar. O]

Die Formel fiir D f~! folgt auch aus der Kettenregel: Sei y € W und = := f~!(y), dann
gilt
id = Did(z) = D(f~" o f)(z) = Df ' (f(2)) - Df (w),
also

DfMy) = Df ' (f(z)) = (Df(x)) "

Diese Rechnung beweist allerdings nicht die Differenzierbarkeit von f~, sie dient eher als
Erinnerungshilfe fiir die Form von Df~!.

30Tst ¢ # 0 und damit y+ ¢ # y, so folgt mit der Injektivitit von f~! schonn = f=Y(y+&)— f~1(y) # 0.
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Beispiel 9.4. Identifizieren wir C mit R?, so ist
p:(0,00) x R = R*  (r,¢) — (rcos(p), rsin(yp))
die Abbildung, die Polarkoordinaten (z = re'?) in kartesische Koordinaten (z = z + iy)
verwandelt. Mit S .
Dp(r, ) = (g £> _ (cos(@) —rsm(gp))

o 0y sin() 7 cos(yp)
folgt

det(Dp(r, p)) = r(cos®(p) + sin*(p)) =r # 0,

also ist p lokal invertierbar. Somit kann jede komplexe Zahl z = x + iy auch wieder in

Polarkoordinaten z = rel¥ ausgedriickt werden (auker z = 0, da Null nicht im Bild von p
liegt).
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10. Implizite Funktionen und Lagrangesche
Multiplikatoren

Satz 10.1 (Implizite Funktionen). Sei U C R? x R? offen und zy = (zo, y9) € U. Weiterhin
sei F': U — R stetig partiell differenzierbar mit F'(z9) = F(x¢,yo) = 0 und die Matrix

oF OF;
- = =2 qxq
ay ([Eo, yO) (ayj ($07 ?JO)) . eR

invertierbar. Dann gibt es €, > 0 mit B(zg,0) X B(yp,€) € U und genau eine stetige
Abbildung g : B(z,d) — B(yo, €), so dass

F(z,9(z)) =0 fiiralle z € B(x,0).
Fiir jedes x € B(xo, ) ist g(z) = y sogar die einzige Losung der Gleichung F(z,y) = 0.

Beispiel 10.2. Seip = ¢ = 1 und F(z,y) = 2?+y*—1. Dann ist F(z,y) = 0 eine implizite
Beschreibung fiir alle Punkte auf dem Einheitskreis. Es ist %—Z = 2y eine 1 x 1-Matrix, die
genau dann invertierbar ist, wenn y # 0.

e Fiir z = (0,1) erhalten wir y = f(z) = V1 — 22 auf (-1, 1).

e Fiir 2 = (0, —1) erhalten wir y = f(z) = —/1 — 22 auf (-1, 1).

e Fiir z=(1,0) und z = (—1,0) gibt es keine eindeutige lokale Losung.
Beweis von Satz 10.1. Setze

f:U—=>RP xR?  (z,y)— (:E,F(w,y))

I, 0
Df(!L‘,y): (a_p 3_F>7
ox dy
also ist Df genau dann invertierbar, wenn %—5 invertierbar ist. Mit n = p 4 ¢ folgt aus

Dann gilt

Satz 9.2, dass f~! in einer Umgebung von

f(z0) = f(zo,10) = (20, F(0,90)) = (0,0)

existiert, dort gilt f~!(x,0) = (x,y). Mit g(z) := y folgt

(. F (.9()) ) = £(w,9()) = (a,0).

also F(z,g(z)) = 0. Somit ist g die gesuchte Funktion. Die restlichen Eigenschaften von
g folgen aus den Eigenschaften von f mit Satz 9.2. [

Motivation 10.3. Als néchsten Schritt wollen wir Funktionen A : R®” — R maximie-
ren, aber unter der Nebenbedingung f(z) = 0 fiir eine andere Funktion f : R" — R.
Beispielsweise interessiert man sich fiir die groftmogliche Fliche h(z,y) = z - y eines
Rechtecks mit Seitenldngen = und y, wobei der Umfang 2(x + y) = 1 vorgegeben ist, also

flz,y) =2(x +y) - 1.
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Die Idee dahinter ist es, die Maximierung unter Nebenbedingung auf ein entsprechendes
Problem ohne Nebenbedingung zurtickzufithren. Dazu fithrt man eine zusétzliche (skalare)
Variable A ein, die die Nebenbedingung représentiert. Setzt man F'(z, \) = h(xz) — A f(z),
so gilt

grad F(z, ) = (grad h(z) — Agrad f(z), — f(z)),
also ist genau dann grad F'(z,A\) = 0, wenn f(z) = 0 und grad h(z) — Agrad f(z) = 0.
Eine Losung des neuen Problems erfiillt damit automatisch die Nebenbedingung und sollte
dann auch eine Losung des urspriinglichen Problems sein.

Satz 10.4. Seien U C R" offen, f,h : U — R zwei stetig partiell differenzierbare Funk-
tionen und M := {x € U | f(x) = 0}. Weiterhin sei a € M so, dass grad f(a) # 0 und
h in a auf M ein lokales Maximum oder Minimum hat.*! Dann existiert ein Lagrange-
Multiplikator A € R, so dass

grad h(a) = X - grad f(a).

Beweis. Seia = (ai,...,a,). Nach Voraussetzung gilt grad f(a) # 0, sei o0BdA %(a) #0
(sonst nummerieren wir die Variablen um). Laut Satz 10.1 existieren d,¢ > 0 und

g: B((ag, ceey ), 5) — B(ay, €),
so dass wir z € M in der Ndhe von a parametrisieren konnen durch

= (g9(z2,...,20), T2, ..., Tn),
also
f(g(:tg,...,xn),xg,...,:vn) =0. (1)
Sei
H(zg,...,x,) = h(g(q:Q,...,xn),xg,...,xn).

Da h in a auf M ein Extremum hat, muss H in a := (ao, ..., a,) ein lokales Extremum
haben, also gilt

OH . .
axi(a)—O fir alle ¢=2,...,n.
Mit §(7) := (9(Z),Z) = x fir T := (xq,...,x,) gilt fiirallei =2,... n
CO0H,.. 0hogq),.. ~=0h, . 0g,.
_ Oh og1 " Oh 0d; -
= 50, (@ g @+ 25, (@) 3, (@
o oh 89 - - oh al’j ~
= 8_331(a) axi(aHZa_xj(a) 0, (@)
7j=2 N J
=0 fiir j£i
oh Jg oh
= +

= a—xl(a) ' axi(d) 8:@-(@)’

3Tm Sinne von: Es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle # € M mit d(z,a) < ¢ entweder h(a) > h(z)
(Maximum) oder h(a) < h(z) (Minimum) gilt.
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Aus (1) erhalten wir analog

fog) .. _ Of 99 of

0= Ox; (@) = 8_x1(a Ox; (@) + Ox; ()

also )

9 .. (9f of

8$i (a) N (81’1 <a)) 833'1 (a>
Zusammen hat man also fir alle7=2,...,n

31‘2- N (’33:1 8;1:1 8:151 ’
-

Da die Gleichung trivialerweise auch fiir ¢ = 1 gilt, folgt die Aussage. O]

Beispiel 10.5. Fiir h(z,y) = xy und f(x,y) = 2(x +y) — 1 folgt aus dem Ansatz
(y,x) =gradh = Agrad f = \- (2,2)
direkt © = 2\ = y. Weiterhin gilt
0= f(z,y) = f(2A\,2)) =2

also A = 4. Somit ist (z,y) = (§,7) mit h(5,7) = 15 der einzige Kandidat fiir das
Maximum von h auf M = {(z,y) € R? | f(z,y) = 0}. Aus praktischen Griinden wollen

wir uns sicherheitshalber auf nicht-negative Kantenldngen beschranken: Die Menge

2A+2)) —1=8\—1,

—~

M = {(z,y) e M |z >0,y >0} = M N ([0,00) x [0,00))

ist kompakt und h : M — R ist stetig, also gibt es ein Maximum von h auf M. An den
dufkeren Punkten von M (also fiir x = 0 oder y = 0) gilt h(x,y) = 0, dort kann es also

nicht liegen. Folglich muss das Maximum im Punkt (i, i) angenommen werden.
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11. Differentiation von parameterabhingigen
Integralen

Satz 11.1. Sei U C R" offen, f : U x [a,b] — R stetig und
b
F:U—R, x»—)/ Sz, t)de

Dann gilt:
(a) F ist stetig.
(b) Falls f nach xi,...,x, stetig partiell differenzierbar ist, so ist F' stetig partiell

differenzierbar und es gilt

OF of
fiir all =1,.
81:]( x) = /a o, ——(x,t)dt firalle j=

Beweis. (a) Sei xyp € U und r > 0 mit B(xg,r) C U. Dann ist K := B(xg,r) X [a, 0]
kompakt und f : K — R stetig, nach Satz 4.8 sogar gleichméfig stetig. Sei ¢ > 0

und setze € := ﬁ > 0, dann gibt es ein § > 0, so dass

Va,y € B(xg,r) Vs, t € [a,b] : ||(x,t) — (y,9)|| <= |f(x,t) — f(y,s)| < €.
Fir alle x € B(zg,r) mit ||(x,t) — (zo,1)]] = ||z — zo|| < 6 und alle ¢t € [a,b] folgt
also

|F(z) = F(xo)| =

/ab f(z,t)dt — /ab f(zo,1) dt’

[ (0.0) - 1(w0.1) dt\

/ ) = Flao )] dt

£
_/ Fdt = (b—a).5:§ <e.
Somit ist F' stetig in xy und damit auf ganz U.

(b) Seiyj € {1,. n} zo € Uund r > 0 mit B(zg,r) C U. Dann ist K := B(zo, )X [a, ]
kompakt und 9L . K — R stetig, nach Satz 4.8 sogar gleichméfig stetig. Sei ¢ > 0

und setze ¢ : > 0, dann gibt es ein § > 0, so dass

2(*)

of
a.ij

(@t~ L0 <

Vz,y € B(zo,r) Vs,t € [a,b] :  |(z,t) — (y,5)]] <6 = o
J

Sei (hy)nen eine Nullfolge in R mit 0 < |h,| < 0. Fiir festes ¢ € [a, b] gibt es laut
dem Mittelwertsatz ein 6,, € [0, 1] mit

f(xo + hnej,t) — fzo,t)  Of '
e = or, (o + O hnej, ).
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Wegen
[(zo + Onhne;, t) — (o, E)|| = [[Onhne;|| = |Onhn] - €] = 10nl - [hn] < [hn| <6
gilt

of
Oz,

of
Oz,

(l’o—i‘e h n€j, ) (x(],t) <eg,

also folgt

F(JIQ + hn€j> - F(l’o) 8f
h, o Oz;

2 f (0 + hueg, ) dt — [ f(zo,t) di of
hn /zz al']

/b f(l“O*hneﬂ"t)_f(xo’t) a— [, )dt'
o 07,

:/af(:co—i—Ghe], dt—/ fxo,)dt‘

Ox;
braf af
= /a (a—%(xo—i—@nhnej, ) ($0, )) dt’
</
a a 8;1:] J
<z
b g

—— (o, )dt‘

(l‘o, )dt

(370, t) ‘ dt

8
af(l’o—f—eh 637 )——f

also
(ZL‘(), t) dt.

il —1
xo) = lim r

Ox; ( n—00 h,,
Da % nach Voraussetzung stetig ist, folgt die Stetigkeit von aTF- mit Teil (a). O
J

J

Beispiel 11.2. Statt mit partieller Integration kann man [’ ¢* cos(t) dt auch wie folgt
berechnen: Fiir

P(a) = / cos(tz) dt
0
gilt einerseits
F’(a:'):/ 2cos(t:z:)dt /tsin(t:v)dt

o Ox 0

und - "
F'(z) = — / t——sin(tr)dt = — / t* cos(tx) dt,

o O 0

also

/a t*cos(t)dt = —F"(1).

Andererseits gilt

sin(tx) ] =" sin(ax)

X

F(z) = /Oa cos(tz) dt = [
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also
acos(ax)x —sin(ax)  acos(ax) sin(ax)

F'(z) = — _

2 z 2

und

F() = —a’sin(ax)r — acos(ax)  acos(ax)a® — 2xsin(ax)

x? xt
—a’sin(ar) acos(ax) acos(aw) N 2sin(ax)

x x? x? x3
—a*sin(axr)  2acos(azx) N 2sin(ax)

T 2 3

Somit folgt

/Oa t*cos(t)dt = —F"(1) = —(—a*sin(a) — 2a cos(a) + 2sin(a))
= (a* — 2)sin(a) + 2acos(a).

Motivation 11.3. Sei U C R" offen und v : U — R" ein stetig partiell differenzierbares
Vektorfeld. Kénnen wir charakterisieren, wann v der Gradient eines Skalarfeldes f : U —
R ist?3?

Falls v = grad f, also v; = % fiir alle 4, gilt notwendigerweise

ov; O f 0 v
8xj N 8:10]8:101 N axlal’] N (91‘2

nach dem Satz von Schwarz.?’

Im Allgemeinen ist dies nicht hinreichend: Im R? mit U := R?\ {0} und

1

i)

v(z,y) =
gilt zwar %i; = %, aber v kann nicht als grad f geschrieben werden.

Das Problem ist, dass U ein Loch hat.** Falls U keine Locher hat, so ist die notwendige
Bedingung auch hinreichend. Wir beschrinken uns hier auf konvexe Mengen U.

Definition 11.4. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge M C V heifst konver,
falls
Ve,y e MVt e [0,1]: z+t(y—x) € M.

Satz 11.5. Sei U C R” offen und konvex. Weiterhin sei v : U — R™ ein stetig partiell
differenzierbares Vektorfeld. Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : U — R mit v = grad f.*°

8vi o Ovj
8xj N axz

(2) Es gilt fir alled,j=1,...,n.

32In der Elektrostatik betrachtet man etwa das Potential f eines elektrischen Feldes v.

33Laut Voraussetzung ist v = grad f stetig differenzierbar, also ist f zweimal stetig partiell differenzierbar.
34 Formal wiirde man sagen, dass U nicht einfach zusammenhingend ist.

35Man nennt v dann auch ein konservatives Vektorfeld mit (Skalar-)Potential f.
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Beweis. (1)=(2): Folgt aus den Rechnungen in Motivation 11.3.

(2)=(1): Durch Verschieben von f kénnen wir oBdA annehmen, dass 0 € U. Da U konvex
ist, gilt dann xt € U fiir alle z € U und alle t € [0, 1]. Setze

P UX[0,1] >R, (2,t) = (vtz),z) = Y vite)a;

i=1
und

1 1 n
fU—=R, =z »—>/ o(x,t)dt —/ Zvi(tx)xi dt.’
0 0 =1

Einerseits ist ¢ stetig partiell differenzierbar mit

O 0 "9
a_xj<$,t) = 8_1‘] sz‘(tl’)xi = Z a—%?}z(tl’)xl

i—1 i=1
= [Oui(tx) Oz,
= ZZI <0—5L’J z; + v;(tx) 8xj>

_ (Z g;}] (tr) -t - :1:) + vj(tz)

- (Z gif (tz) -t - a:) +v;(ta),

andererseits gilt

also

Mit Satz 11.1 folgt

9 9 [ ) td
8_5](‘%):8_%/0 90(x7t)dt:/0 8—?(%,t)dt=/() E(t-vj(tx))dt

also grad f = v. O

36Ist v : [0,1] — U, t +— tz die Parametrisierung der direkten Verbindung von 0 zu z, so schreibt man

auch f(z) = <f7v(y), dy>.
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Bemerkung 11.6. In physikalischen Anwendungen ist besonders der Fall n = 3 relevant.
Ist v : U — R3 ein differenzierbares Vektorfeld, so definiert man die Rotation von v als

(81)3 81}2 (%1 81}3 81}2 8111>
rotv ;= .

81'2 B 81'3’ 81'3 B 8371’ 81’1 81'2

Bedingung (2) aus Satz 11.5 ist dann dquivalent zu rotv = 0.
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12.

GewoOhnliche Differentialgleichungen und
elementare Losungsmethoden

Motivation 12.1. Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung fiir eine Funktion,
in der Ableitungen der Funktion vorkommen. Klassische Beispiele aus der Physik sind:

(1)

Radioaktiver Zerfall: Ist y(z) die Masse eines radioaktiven Stoffes zum Zeitpunkt
x, so ist die Zerfallsrate proportional zur verbleibenden Masse. Dies fiithrt zur Dif-
ferentialgleichung

() = —k - y(o)
fiir eine stoffspezifische Zerfallskonstante k£ > 0, wobei das Minus auf der rechten

Seite dem Umstand geschuldet ist, dass die Masse durch den Zerfall abnimmt. Die

Losung der Gleichung ist
y(x)=c- e ke,

Die Konstante ¢ ist nicht durch die Differentialgleichung bestimmt: ¢ = y(0) ist die
Masse zum Zeitpunkt x = 0.

Federpendel: Ist y(x) zum Zeitpunkt = die Auslenkung einer Masse m, die an einer
Feder mit Federkonstante D aufgehdngt ist, so gilt nach dem Hookeschen Gesetz

F==D-y()

fiir die Riickstellkraft F' der Feder. Andererseits gilt in der Newtonschen Mechanik
(“Kraft ist Masse mal Beschleunigung”)

F=m-y"(x).
Fiir die Bewegung erhélt man also die Differentialgleichung
m-y'(x) = =D - y(z)

oder

y'(x) + —-ylr) =0

m
beziehungsweise mit w := \/g
y'(z) +w? - y(z) = 0.
Losungen davon sind y(z) = sin(wx) oder y(x) = cos(wz) oder allgemeiner
y(z) = A - sin(wz) + B - cos(wz).

Hierbei sind die Konstanten A und B wieder nicht durch die Differentialgleichung
bestimmt, sondern entsprechen zusétzlich vorgegebenen Anfangsbedingungen zur
Zeit x = 0: Es gilt y(0) = B und aus

y'(z) = Aw cos(wz) — Bwsin(wz)

folgt /(0) = Aw, also A = @. Anschaulich bestimmen aufer den physikalischen
Groken D und m nur die Anfangsposition y(0) und die Anfangsgeschwindigkeit 3/ (0)
die zeitliche Entwicklung des Systems.
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(3) Obige Beispiele sind gewdhnliche Differentialgleichungen®” fiir Funktionen von einer
Variablen. Es gibt auch partielle Differentialgleichungen®® fiir Funktionen von meh-
reren Variablen, diese werden wir hier aber nicht behandeln. Beispiele dafiir sind
die Warmeleitungsgleichung

0 0?
&y(xu t) - a@y(x, t)a

die Wellengleichung
0? 0?
und die Navier-Stokes-Gleichung, die die Stromung von Fliissigkeiten beschreibt.

Definition 12.2. Sei G CR?> und f: G — R, (z,y) — f(z,y) stetig. Dann heiRt

y = f(z,y)

eine (gewohnliche) Differentialgleichung erster Ordnung. Ist I C R ein offenes Intervall
und y : I — R eine differenzierbare Funktion mit

{(z,y(x)) :z €I} CG

und
y'(z) = f(z,y(z)) firalle ze€l,

dann heifst y Losung der obigen Differentialgleichung auf I.

Definition 12.3. Seien I, J C R offene Intervalle und f : I — R sowie g : J — R stetig.
Weiterhin sei g(y) # 0 fiir alle y € J. Die Differentialgleichung

y = f(x)g(y)
auf G = I x J heilt Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Bemerkung 12.4. Die Losung dieser Differentialgleichung ergibt sich durch folgende
informelle Rechnung;:

dy _ 1
Loy =t = h=foe = [ a= [

Nun berechnet man Stammfunktionen auf beiden Seiten und l6st nach y auf.

Satz 12.5. Seien I,J C R offene Intervalle und f : I — R sowie g : J — R stetig.
Weiterhin sei g(y) # 0 fiir alle y € J. Betrachte die Differentialgleichung

und sei (zg, yo) € I x J. Definiere

F:1—>R, xHF(x)::/mf(t)dt

3TKurz GDGL oder ODE fiir ordinary differential equation.
38Kurz PDGL oder PDE fiir partial differential equation.
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und v 1
G:J—-R, y~— Gy ::/ —dt.
w0 9(t)
Sei I’ C I ein Intervall mit xy € I’ und F(I’) C G(J). Dann gibt es genau eine Losung
y : I’ — R der obigen Differentialgleichung mit Anfangsbedingung y(xg) = yo. Diese
Lésung erfiillt

G(y(z)) = F(z) firalle zel
Die Funktion G ist auf G(J) invertierbar, also gilt
y(z) =G ' (F(z)) firalle zel.

Beweis. Fir

v
G:J—R, y»—>G(y)::/ Ldt.

Yo g(t)
gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
1
G'(y)=——#0 firalle yeJ
9(y)

Da 5 auf J stetig ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz
Vye J:G'(y) >0 oder VyeJ:G(y) <0,

also ist G streng monoton. Da G stetig ist, ist G(J) laut Zwischenwertsatz ein Intervall
und somit G : J — G(J) bijektiv, also existiert die Umkehrabbildung G~ : G(J) — J.
Mit G ist auch G~! stetig differenzierbar, es gilt

(G (Gly) = G’l(y) =g(y) firalle yeJ
Setze
y:I' >R, zwy(z):= G’l(F(:c)),
dann gilt
y(zo) = G (F(x0)) = G(0) = yo
und

Somit haben wir die Existenz einer Losung gezeigt.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass wir die Rechnung aus Bemerkung 12.4 rigoros
machen: Sei y(z) Losung der gegebenen Differentialgleichung mit y(x¢) = yo. Da y(z) im
Definitionsbereich von ¢ liegen muss, gilt dann y(/’) C J und auf I’ gilt

'—’x-’x:—l-w x)) = f(z)=F'(x
(Goy)(x) =G (y(x)) - (z) o) f@)g(y(z)) = flz) = F'(x),

also G oy = F + c auf I’ fiir eine Konstante c. Aber fiir x = x( gilt
0= G(yo) = G(y(xo)) = F(xo) + c =,

also ¢ = 0 und damit G(y(z)) = F(z) fiir alle z € I’. Somit muss y(z) = G~'(F(x)) fiir
alle x € I' gelten. ]
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Beispiel 12.6. Auf I x J = (0,00) x (0, 00) betrachten wir die Differentialgleichung

y = _Y it Anfangsbedingung y(1) = ¢ > 0.
x

Mit
1
f:(0,00) = R, T und g:(0,00) > R, y—y

/ £(1) —/ Zdt = —In(z)

erhilt man

und y
)
Gy:/—dt / —dt = |In(t lny—lnc:ln<—>.
)= [ = [ at= ]! =G ~ (o) = n (%
Da G(J) = R konnen wir I’ = I = (0, 00) wihlen. Es gibt also eine auf (0, 00) definierte
eindeutige Losung y : (0,00) — R der Differentialgleichung y' = —% mit Anfangsbedin-

gung y(1) = c¢. Diese konnen wir konkret bestimmen: Aus

i (1) = 6(y(0) = o) = i) =1 (1)

c x
folgt @ = 1 also y(x) = <. Die Probe y(1) = ¢ = ¢ und
() =—S =S 1 .t

bestatigt die Korrektheit der Losung.
Beispiel 12.7. Auf I x J =R x (0,00) betrachten wir die Differentialgleichung
v =y* mit Anfangsbedingung (0) = ¢ > 0.
Mit
f:R=R, z+—1 und g:(0,00) = R, y— 1>

’ vo1 o1
F(:E):/ ldt =2z und G(y /—dt - _ =
0 . C Y

Da G((0,00)) = (—00, %) kénnen wir I’ = (—oo, 1) wihlen. Die eindeutige Losung y auf
I’ ergibt sich dann gemaf

erhalt man

1 1
v =F(r)= G(y(x)) Tyl
also
1 :l_le_cx und damit y(x) = fiir alle z eI’
@) e c L—e
Die Probe y(0) = %5 = c und
2
05 [ e S N

(1—cx)?  (1—cx)?
bestéatigt die Korrektheit der Losung.

Die Losung explodiert fiir x — %, also kann man sie nicht auf ein groferes Intervall
ausdehnen. Dieses Verhalten der Losung ist aus der Differentialgleichung nicht ersichtlich,
ist aber typisch fiir nicht-lineare Differentialgleichungen, die nicht-linear von y abhéngen.

Fiir lineare Differentialgleichungen ist die Situation besser!
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Definition 12.8. Sei I C R ein offenes Intervall und a,b : I — R stetig. Dann heifst
y' = a(z)y +b(z)

eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung.®® Obige Differentialgleichung heift ho-
mogen, falls b = 0.

Eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Differentialglei-
chung mit getrennten Variablen, wir kénnen ihre Losung also direkt berechnen:

% — a(:p)y = % = a(x) dzr = 1n<y) +c= /idy = /a(x) dz,

de y
yz@xp(/a(m)dx—l—c).

Satz 12.9. Sei I C R offenes Intervall und a : I — R stetig. Weiterhin seien zy €
I und yo € R. Dann gibt es genau eine Losung y : I — R der homogenen linearen
Differentialgleichung

also

y' = a(xr)y mit Anfangsbedingung y(x) = yo.

y(x) = yo - exp (/a: a(t) dt) _

Beweis. Wegen y(zo) = yo - exp(0)) = yo und

/@) =w-esp ([ att at) - [ ate)at = alono

S\

Diese ist gegeben durch

—y(x) —a(x)

ist y(z) eine Losung. Fiir die Eindeutigkeit konnen wir Satz 12.5 nicht direkt anwenden,
da g(y) = y # 0 nicht fiir alle y € J garantiert werden kann. Deshalb argumentieren wir
wie folgt: Sei y(z) eine Losung von

v = a(z)y(r) mit Anfangsbedingung y(zo) = 0.

z(x) :=y(x) - exp (—/ a(t) dt) :
z0
fiir alle x € I gilt dann

Z(x) =9/ (x) - exp (— /m: a(t) dt) +y(z) - (—a(z)) - exp (— /x: a(t) dt>
— exp (- / a(t) dt) - (y (z) — a(x)y(z)) =0,

Wir betrachten

>

Folglich ist z konstant, also gibt es ein ¢ € R mit z(x) = ¢ fiir alle z € I, insbesondere

z(x) = z(xg) = y(x0) - exp(0) = yo,

y(x)-z\(ﬂﬁxp(/ja(?ﬁ)di&)—yo-exp(/:a(t)dt). =

=40
39Wichtig ist, dass Linearitét nur in y und nicht in x gefordert wird.

also
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Bemerkung 12.10. Die Losung existiert hier immer auf ganz I und nicht nur auf einem
Teilintervall I’. Im Gegensatz zu nicht-linearen Differentialgleichungen wie in Beispiel 12.7
konnen lineare Differentialgleichungen nicht zu einer Explosion in endlicher Zeit fiihren!

Beispiel 12.11. (1) Fiir £ € R hat ¢/ = ky mit I = R und y(0) = ¢ € R die Losung

y(r) = c-exp (/ kdt) =c- ek,
0

(2) Die Losung der Differentialgleichung y' = —% mit I = (0,00) und y(1) = c aus

Beispiel 12.6 lasst sich nun erneut berechnen als

y(z) = c - exp (/1 (-%) dt) = c-exp([~n(1)]}) = ¢~ exp(~In(x)) = c- i

Motivation 12.12. Wir betrachten jetzt die allgemeine (inhomogene) lineare Differenti-
algleichung erster Ordnung

Y = a(x)y +b(x) mit Anfangsbedingung  y(z0) = yo

auf I mit xy € I und yo € R. Sei A(z) := f;o a(t) dt, dann ist ¢-exp(A(x)) die Losung der
zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung y' = a(z)y. Wir machen nun den
Ansatz

y(x) = c(z) - exp(A(z))
fiir die Losung der inhomogenen Differentialgleichung, wobei die Funktion ¢(z) zu bestim-

men ist."’ Dann gilt A’'(x) = a(z) und
y'(x) = d(z) - exp(A(2)) + c(x) - a(x) - exp(A()),
also ist i/ = a(x)y + b(z) dquivalent zu
a(z) - c(x) - exp(A(z)) +b(x) = ¢/ (z) = ¢ (x) - exp(A(x)) + c(x) - a(z) - exp(A()),

und somit zu ¢(x) = b(x)e~4®). Durch Integrieren erhilt man

c(zr) = /w b(s)e ) ds + (o),

xo
wobei

c(m) = y(wo)e ") = y(z0)e” = yo
und somit

y(z) = c(x)et™® = <yo —i—/ b(s)e 4 ds) eA@)

Zo
x

= yo - M@ 4t / b(s)e ) ds.

0

Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

40Dieses Vorgehen nennt man auch Variation der Konstanten, da die Konstante ¢ in der homogenen
Losung zu einer Funktion ¢(z) umgewandelt wird.
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Satz 12.13. Sei I C R ein offenes Intervall, zg € I, yo € R und a,b : I — R stetig. Die
allgemeine lineare Differentialgleichung

v = a(x)y + b(xr) mit Anfangsbedingung y(xo) = 4o

hat auf I die eindeutig bestimmte Losung

y(x) = yo - 2@ 4 A@. / b(s)e A ds, wobei A(z):= / a(t) dt.
zo

o

Beispiel 12.14. Auf I = R betrachten wir
y = 32%y +2° mit Anfangsbedingung y(0) = 1.

Mit a(z) = 322 und b(z) = z° ist
Az) = / 3t dt = 2°
0

und wegen (e=*)' = —3s% " gilt

T T i 1 T /
/ b(s)e ) ds :/ s9e" ds = ——/ 5% (e’sd) ds
0 0 3 Jo
1 x r
S <[s3e_53 —/ 352" ds)
3 0 0
T /
— —1 <x3ex3 + <e’53> ds)
3 0
1 3 g3 _ 317
=3 (@[]
1 3 —z3 —x
=3 (m e’ +e " — 1)
1 1
=53l e
also
(x) =e" + e®’ — 1(91:3 + 1)e’9’33 = Z—lez - —(953 +1)
= 33 ~3 ‘
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13. Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Definition 13.1. Sei G C R x R™ und
f:G—=R" (x,y)— f(z,y) (wobei z € R und y € R")

stetig. Dann heifst

y/ = f ($ ) y)
ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Ist I C R ein Intervall und
y : I — R" differenzierbar mit

o {(z,y(x));z eI} CGund
e () = f(z,y(x)) fir alle z € I,
dann heifst y Losung des obigen Differentialgleichungssystems auf 1.
Bemerkung 13.2. In Komponenten y = (y1,...,y,) und f = (fi,..., fn) ausgedriickt
bedeutet ' = f(x,y) gerade
yi = fl(xayb s ayn)a
yé = fQ(xayh B 7yn)7

y;L = fn(ﬂf, Yiy .- 7yn)
Definition 13.3. Sei G C R x R" und f : G — R" stetig. Dann heifst

y™ = f(z,y,y, ..., y"Y)

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist I C R ein Intervall und y : I — R n-mal
differenzierbar mit

o {(z,y(x),y(2),...,y" V@) 2 €I} CG und

o y"(2) = f(z,y(x),y (2),...,y" Y (x)) fir alle x € I,
dann heifst y Losung der obigen Differentialgleichung auf I.
Bemerkung 13.4. Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung wie in Definition 13.3 kann
immer auf ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung wie in Definition 13.1

umgeschrieben werden. Sei dazu fiir eine Funktion z eine Differentialgleichung n-ter Ord-
nung

2™ = f(x,2,7,...,207D)
gegeben. Dann ersetzen wir z, 2/, ..., 21 durch neue Variablen
Y=z, ypi=2, ys:=2", .., yp:= 21

die nun dem folgenden speziellen System von n Differentialgleichungen erster Ordnung
geniigen:

yi =z =12,
r
Ypg = 2 = Ys,
Yoy =20 =y,

Yp = z(n) = f(x7y1>y27 v 7yn)
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Aus den Losungen des System erhélt man dann die Losung der Differentialgleichung n-ter
Ordnung.

Es reicht also die allgemeine Theorie fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ord-
nung zu entwickeln und die Resultate dann auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung
umzuschreiben.

Beispiel 13.5. Betrachte die Differentialgleichung zweiter Ordnung

ZM=—w?2 mit w>0

des Federpendels aus Motivation 12.1. Als System erhélt man

yll = Y2,
y; = _(“')2 * U1,

(= () = ()

Bemerkung 13.6. (1) Wir betrachten also im Folgenden Systeme von Differentialglei-
chungen erster Ordnung wie in Definition 13.1 und versuchen Aussagen zu Existenz
und Eindeutigkeit der Losungen davon zu machen. Wie im Fall n = 1 erwarten wir,
dass wir neben der Differentialgleichung selbst noch einen Anfangswert yo = y(x)
fiir ein zy € I vorgeben miissen, um die Eindeutigkeit der Losung zu erhalten.

also ¥ = f(x,y) mit

(2) Die grobe Idee zu den Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen ist es, die Differen-
tialgleichung als Fixpunktgleichung unter einer Abbildung T aufzufassen und den
Banachschen Fixpunktsatz zu verwenden. Fiir die Differentialgleichung v = f(x,y)
direkt ist allerdings nicht klar, wie T" gewéhlt werden sollte. Allerdings kdnnen wir
die Differentialgleichung mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung in eine Integralgleichung umschreiben, fiir die die Wahl von T dann offen-
sichtlich ist.

Lemma 13.7. Sei G C R x R", (z,40) € G und f : G — R" stetig. Weiterhin sei I C R
ein Intervall mit o € [ und y : I — R" stetig mit {(z,y(x)) : x € I} C G. Dann sind
aquivalent:

(i) Die Funktion y ist eine Losung des Systems von Differentialgleichungen v’ = f(x,y)
auf I mit Anfangsbedingung y(xo) = yo.

(ii) Die Funktion y erfiillt fiir alle = € I die Integralgleichung

y(x) =yo + /z f(tyt))de.

o

Beweis. (ii)=-(i): Sei y eine Losung der Integralgleichung auf 7, dann gilt
Zo
) =t [ F(Eu0) dt =
zo

und nach dem Hauptsatz
Y (x) = f(z,y(x))
(denn ¢ — f(t,y(t)) ist nach Voraussetzung stetig).
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(i)=-(ii): Sei y eine Losung der Differentialgleichung und y(xg) = yo. Dann ist 3’ stetig
und laut Hauptsatz gilt

/ " F(ty(0) di = / (0 dt = (o) — (o) = y(x) — 0.

also

y(z) =yo + /:E f(t,y(t)) de. ]

Bemerkung 13.8. Somit suchen wir nun eine 0Lésung der Integralgleichung
y(z) =yo + /xf(t,y(t)) dt
o
und in dieser Form haben wir eine Fixpunktgleichung, fiir die T" offensichtlich ist:
T(y)(z) = yo + /w f(ty@) dt.
o

Wir brauchen also nur noch einen Banachraum X und die Kontraktionseigenschaft von
T, um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu kénnen. Der Raum X = C(I,R")
ist offensichtlich, fiir die Kontraktionseigenschaft brauchen wir allerdings stéarkere Eigen-
schaften von f als Stetigkeit.

Wir hoffen also, || T'(y) — T'(9)] ., < clly — ||, mit ¢ < 1 abschétzen zu kénnen. Hierzu
sollte

I17() = 7). = sl T) (@) ~ 7))
< sup / 17 ) — £ 50) | dt
< / " Lly(t) — 3] e

zo

< sup / Llly -l dt

0

gelten. Eine Bedingung, die obige Ungleichungskette vervollstandigt, heifst auch Lipschitz-
Bedingunyg.

Definition 13.9. Sei G CR xR" und f: G - R", (z,y) — f(x,y).

(a) Die Funktion f geniigt auf G einer Lipschitz-Bedingung beziiglich y mit Lipschitz-
Konstante L > 0, falls

V(z,y),(x,9) € G |f(z,y) = flz, 9] < Llly -7l
(b) Die Funktion f geniigt auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt

(a,b) € G eine Umgebung U C R x R™ besitzt, so dass f auf U NG einer Lipschitz-
Bedingung geniigt.
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Beispiel 13.10. (a) Die Funktion f: R x R = R, (z,y) — y* geniigt lokal auf R x R
einer Lipschitz-Bedingung: Zu ¢ > 0 gilt fiir alle (z,y), (z,7) € R x [—¢, ]

[f@y) = flepl =y’ =5 =y +3l-ly -9l < 2y — 5|
<2

mit der (lokalen) Lipschitz-Konstante 2c. Allerdings finden wir keine Lipschitz-
Konstante fiir ganz R x R: Fiir x € R und n € N gilt

n—oo

|f(z,n+1)— f(z,n)] = (n+1)* =n? =2n+1 > o0,
also gibt es keine Konstante L > 0 mit
[f(z,n+1) = f(z,n)| < L= L|(n+1) —n
fiir alle n € N.

(b) Die Funktion f : R xR — R, (z,y) — +/|y| ist stetig, geniigt aber nicht lokal auf
R x R einer Lipschitz-Bedingung. Das Problem liegt in der Néhe von y = 0: Falls

Vy. g €l—eel: |f(zy) = flz.9)] < Lly — 3|

gelten wiirde, dann wére

1 1 1 1
= ) - f@0)| <Ll -0 =L~
Fp(ea) el <o

fiir hinreichend grokes n, also \/n < L im Widerspruch zu v/n — co.

Lemma 13.11. Sei G C R x R™ offen und f : G — R", (z,y) — f(z,y) bezlig-
lich yy,...,y, stetig partiell differenzierbar. Dann geniigt f auf G lokal einer Lipschitz-
Bedingung.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz 13.12 (Eindeutigkeitssatz). Sei G CRxR" und f : G — R", (z,y) — f(z,y) eine
stetige Funktion, die auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien y,y : [ — R"
zwei Losungen des Differentialgleichungssystems y' = f(z,y) auf einem Intervall I. Wenn
es ein xy € I gibt mit y(zo) = §(xp), dann ist y(z) = g(z) fir alle z € I.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die lokale Eindeutigkeit und weiten diese dann aus.

(1) Sei yo := y(zo) = g(xo). Da f lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es eine
Umgebung U von (zg,yo) und L > 0, so dass

V(z,y),(x.9) €U |f(z,y) = flz.9)] < Lly -9l
Da (zg,y0) € U und y, g : I — R™ stetig gibt es ein 6 > 0, so dass
Vo € [zg— 6,20+ 6] C1: (z,y(x)),(z,9(z)) € U.

Sei € = {5, ﬁ} und betrachte Iy := [zg — €, 29 + ] C I. Wir zeigen, dass y und ¢
auf [, iibereinstimmen. Setze dazu

M = sup {{ly(z) — g(2)|| - @ € Io}
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(da y und g auf Iy beschréankt sind, gilt M < oo). Geméf Lemma 13.7 sind y und
g auch Losungen der zu 3/ = f(z,y) assoziierten Integralgleichung, also gilt fiir alle
x € Iy wegen y(xo) = y(xo)
(@ — 5@ = [[s@0) + / F(t(0) dt - ( o+ [ 1) ar)|
0
| [ st [ e a
o
—/(( ) - £(030) @
S/Ilfty G <>)||dt

S/xo () — o)l dt
M
2

* 1
S/ L- Mdt=(x—z9)-L-M<e-L- M<Z L-M=—

o

also |ly(z) — g(z)|| < & fiir alle z € I, und damit auch

M = suplly(z) — §(2)]| < 2.

x€lp 2
Daraus folgt M = 0 und somit y(x) = gy(x) fur alle z € I,.

(2) Sei J C I das grofste Intervall mit zg € J, auf dem y und ¢ iibereinstimmen. Sei x;
ein Randpunkt von J. Da y und § stetig sind, gilt y(z1) = §(x;). Falls z; nicht im
Rand von I liegt, konnen wir J lokal um x; geméf Schritt (1) vergrofern, was im
Widerspruch zu der Maximalitat von J steht. Somit muss J = I sein. O

Satz 13.13 (Existenzsatz von Picard-Lindel6f). Sei G C R x R” offen und f : G —
R"™ eine stetige Funktion, die auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt
es zu jedem (zg,yo) € G ein € > 0 und eine Losung y : [rg — €,29 + €] — R" des
Differentialgleichungssystems y' = f(z,y) mit y(x¢) = yo.

Beweis. Nach Lemma 13.7 gentigt es, eine stetige Funktion y : [zg — €,2¢ + €] — R™ zu
konstruieren mit

y(r) =yo + /xf(t,y(t)) dt fiir alle z € [zg—e,20+ €.

o

Da G offen ist, gibt es v, > 0 mit
Vi={(z,y) e RXR": |z — 20| <6 und [ly — gyl <7} € G,

so dass f auf V einer Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstanten L > 0 geniigt."! Da
f stetig und V' kompakt ist, gibt es ein M > 0 mit || f(z,y)|| < M fir alle (z,y) € V.
Setze

i 1
5:211111&{5,%,%} und [ :=[xg—e, 20+ €]

Dy f auf G lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, gibt es eine Umgebung V von (w0, y0), auf der die
Lipschitz-Bedingung erfiillt ist. Nun muss man nur noch « und § solange verkleinern, bis V' C V.
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Wir betrachten C(I,R") := {y : I — R stetig} mit der Supremumsnorm
Iyll; := suplly(z)]|  fiir alle y € C(7, R").
s

Dann ist (C(Z/,R"),|-||;) vollstédndig, also ein Banachraum. Sei ¢ : I — R", x — y, und
A={y e C(LLR") : |ly —cll; <7},

dann ist A abgeschlossen in C(/,R™), also ein vollstdndiger metrischer Raum. Fiir y € A
definiere Ty : I — R™ durch

(Ty)(x) :==yo + /x f(tyt)dt firalle zel.*

o

Die Abbildung Ty ist differenzierbar, also auch stetig und somit gilt Ty € C(I,R"). Fiir
alle x € I gilt

1Ty (x) = woll =

Yo + /xf(tay(t)) dt —yo

Zo

/xf(t,y(t)) dtH

§/fo(t,y(t))HdtS/det:(x—a:o)MgaMgfy,

also auch [Ty — ¢||; < v und damit Ty € A, also T(A) C A. Es bleibt zu zeigen, dass
T : A — A eine Kontraktion ist: Seien y, 7 € A. Fiir alle x € I gilt

@)~ @I = [+ [ F(epo)ae- <yo+ | fteaw) dt)H

zo o

— /xf(t,y(t))dt—/xf(t,gj(t)) dtH

Zo o

_ /:<f(t,y(t)) - f(t@(ﬂ)) dtH
/:Hf(t,y(t)) — ()] de
géﬁwwwmwa

< [ Ly - gl

Zo

IN

<o —xolL - [ly = 9ll;
<elL-lly =yl

1 N
S _”y_yH[v

also | Ty — Tgll; < 3lly — 9ll; und somit ist 7 : A — A eine Kontraktion. Nach dem

Banachschen Fixpunktsatz 2.7 gibt es ein y € A mit T'(y) = v, also

y(z) =yo + /2 f(ty(t))dt firalle z el

zo
Somit ist y Losung des Differentialgleichungssystems ¢’ = f(x,y) auf I mit y(zo) = yo. O

LFiir alle t € [wo,2] C I gilt |ly(t) —yoll < ly —¢ll; <7, also (t,y(t)) € V C G. Somit sind f(¢,y(t))
und folglich auch T" wohldefiniert.
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Bemerkung 13.14. Picard-Lindel6f garantiert nur eine lokale Losung in der Ndhe von
xo. Wir wollen diese natiirlich so weit wie moglich ausdehnen. In Beispiel 12.7 haben wir
gesehen, dass bei nicht-linearen Differentialgleichungen keine globale Losung auf ganz I
existieren muss:

y =y® mit Anfangswert y(0) =c auf G =R x (0,00)

c
—cx”

hat die Losung y(z) = 5
setzt werden, da sie fiir x * % explodiert. Eine solche maximale Losung existiert immer.

Diese ist auf J := (—o0, %) definiert, kann aber nicht fortge-

Korollar 13.15. Sei G C R x R" offen und f : G — R" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem (g, yo) € G zum Anfangswert-
problem

y = flz,y) mit y(zo) =yo (2)
eine eindeutige maximale Losung y : J — R™, wobei J ein Intervall mit zy € J ist,
genauer:

(a) Die Funktion y 16st (2).

(b) Ist I ein Intervall mit xy € I und 2z : I — R" eine weitere Losung von (2), so gilt
I C Jund z(z) = y(z) fir alle z € 1.

Beweis. Sei
M :={I CR Intervall : zy € I, (2) hat Losung y; : I — R" auf I}.

Nach Satz 13.13 ist M # 0. Setze J := (J,c,, I, dann ist J ein Intervall mit o € J. Sind
I, I, € M, so gilt laut Satz 13.12 y, (z) = yr,(x) fir alle z € I; N 1. Somit ist

y:J >R zx—y(x) falls zeleM

wohldefiniert und erfiillt beide gewiinschten Eigenschaften nach Konstruktion, ist also die
eindeutige maximale Losung. O]

Bemerkung 13.16. Die Iteration geméaf dem Banachschen Fixpunktsatz im Beweis von
Picard-Lindelof ergibt eine Folge, die gegen die Losung konvergiert. Fiir x € [ setze

Yo(z) := yo und

yr(x) == yo +/ f(t, yk,l(t)) dt fur alle ke N.

o

Die Lipschitz-Bedingung garantiert dann die gleichméfige Konvergenz dieser Folge gegen
die eindeutige Losung. Ohne Lipschitz-Bedingung kann man diese Folge nicht kontrollie-
ren. Man kann dann aber andere Approximationen der Losung benutzen und eventuell
Existenz einer Losung ohne Eindeutigkeit zeigen. Dahinter stehen dann Kompaktheitsar-
gumente, insbesondere Arzela-Ascoli.

Wir betrachten den Fall n = 1.

Satz 13.17 (Peano). Sei f : [zo,b] X [yo — R,yo + R] — R eine stetige Funktion. Dann
hat die Differentialgleichung

v = f(x,y) mit Anfangswert y(z0) = o

R
eine Losung auf [zg, z¢ + h], wobei h := min {b — Ty, }

78



Beweisskizze. Wir formulieren die Differentialgleichung wieder als Fixpunktproblem in
Integralform um fiir 7" : C[xg, o + h] — C|xg, o + h] mit

T =+ [ F(tyo) d

Zo

Fiir jedes k € N definieren wir nun y, € Clxg, zo + h] durch®®
Yo, falls xg §x§xo+%,

T) = =%
() Yo + / ' F(ty(t))dt, falls 2o+ § <o < x4+ h.
xo

Dann gilt:
(a) Die Folge (yx)ren hat eine gleichméfig konvergente Teilfolge.

(b) Der Grenzwert dieser Teilfolge erfiillt die Integralgleichung und damit auch die Dif-
ferentialgleichung.

Hierbei folgt (b) durch Grenzwertbildung in der Definition von ;. Um (a) zu sehen,
benutzen wir Arzela-Ascoli (5.8); wir miissen also sehen, dass (yg)reny beschréankt und
gleichgradig stetig ist.

(i) Zur Beschrénktheit: Fir alle x € [z, o + h] gilt

) —wl < [l s [ i<l <R

o o

also ||lykll < |yo| + R fiir alle k € N.*

(ii) Zur gleichgradigen Stetigkeit: Sei ¢ > 0 und setze § := (unabhéngig von k).

1f1loo
Fiir alle xq, 29 € [xg, o + h] mit ||zo — x1]| < § gilt dann

/ xilk F(t,yu(t)) dt

T %

[y (72) — yi(a1)| = <o -T2 =2l < [lflloc -0 =&

Mit Arzela-Ascoli gibt es also eine gleichméfig konvergente Teilfolge (v, )ren von (yi)ren
mit Grenzwert
Y= elim Y, € Clxo, o + hl. O
—00

Beispiel 13.18. Betrachte
y' =y% mit Anfangswert y(0) =0 auf [0,d)].

Die Funktion f(z,y) = y3 ist nicht lokal Lipschitz (Problem bei y = 0), die Vorausset-

zungen fiir Peano sind aber erfiillt, also gibt es eine Losung. Die Eindeutigkeit ist aber

verlorengegangen, es gibt sogar unendlich viele Losungen: Fiir jedes ¢ > 0 ist eine Losung
gegeben durch

0, falls x < ¢,

y(@) == ¢ (z — )

27

43Dies ist keine rekursive Definition in den Folgengliedern! Fiir jedes k wird g, auf Intervallen der Linge

% durch die Werte auf den vorhergehenden Intervallen definiert.

4Die Rechnung rechtfertigt auch, dass wir yy(t) iiberhaupt in f einsetzen kénnen und somit g wohlde-
finiert ist.

falls x > c.
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Wie in Bemerkung 13.4 angekiindigt schreiben wir unsere Ergebnisse nun von Diffe-
rentialgleichungssystemen erster Ordnung auf Differentialgleichungen hoherer Ordnung
um.

Satz 13.19. Sei G C R x R" offen und f : G — R eine stetige Funktion, die auf G lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Betrachte die Differentialgleichung

y™ = flays .y ). (3)
Dann gilt:
(a) Eindeutigkeit: Sind y, 7 : I — R Losungen von (3) auf einem Intervall I mit
y(xo) = §(wo), ¥ (x0) =7 (x0), -y y" V(wo) = " V(o)
fiir ein xy € I, dann gilt y(x) = g(z) fir alle x € 1.

(b) Existenz: Zu jedem (xo,%0,¥1,---,Yn—1) € G gibt es ein ¢ > 0 und eine Losung
y:lxo—e,x0+¢] — R von (3) mit

y(o) = w0, Y (o) =y, ..oy Y™ V(x0) = yn1.

(c) Maximale Losung: Zu jedem (xg, Yo, y1,--.,Yn—1) € G existiert eine eindeutige ma-
ximale Losung y : J — R von (3) mit

y(xo) = vo, Y(wo) =w1, -y y" D (w0) = Yo

Beweis. Folgt aus Satz 13.12, Satz 13.13 und Korollar 13.15. Entscheidend ist, dass sich
die lokale Lipschitz-Bedingung fiir f : G — R auf

T Yo
Y3
Faor, |7 e :
Yn
Un f(xa Y1, ) yn)
fiir das Differentialgleichungssystem iibertrigt. m

Beispiel 13.20. Um eine eindeutige Losung der Differentialgleichung

/"

y' = —wy mit w>0
zu erhalten, miissen wir (fiir zo = 0) die Anfangswerte y(0) und y'(0) vorschreiben. Fiir
A, B € R sind
y(x) = Acos(wz) + Bsin(wz)
Loésungen mit y(0) = A und
y'(0) = —Awsin(w - 0) + Bw cos(w - 0) = Bw.
Somit hat das Anfangswertproblem

1/

y" = —w?y mit Anfangswerten y(0) =3y und y'(0) =y

die Losung
y(z) = yo cos(wzx) + L sin(wx).
w

Diese ist eindeutig und maximal auf I = R.
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14. Lineare Differentialgleichungssysteme

Konvention. In diesem Kapitel sei stets K € {R, C}. Wir identifizieren C" mit R*" und
fassen Funktionen I — C™ mit I C R als Funktionen I — R?" auf. Ableitungen und
Integrale solcher Funktionen sind komponentenweise zu verstehen.

Definition 14.1. Sei I C R ein Intervall und A : I — K™*" sowie b : I — K" stetig, also

ayp ... QAip bl
A=\ + - und b=

ap1 .. Gpp b,
fiir stetige Funktionen a;; : I — K und by : I — K mit 4,5,k = 1,...,n. Dann heifit
y' = Ax)y
ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem und
y = Az)y + b(x)
ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem (falls b # 0).

Bemerkung 14.2. In Komponenten y = (y1, ..., ¥y,) geschrieben lautet das inhomogene
System

vy = an()yr + ...+ arpyn + b1 (),
Yy = a1 ()1 + - . . + agnyn + ba(x),

y;L = anl(x)yl +...+ ApnYn + bn(x)

Satz 14.3. Sei [ C R ein Intervall und A : I — K™*" sowie b : I — K" stetig. Dann gibt
es zu jedem (zg,yo) € I x K" genau eine Losung y : [ — K" von

y' = A(z)y + b(x) mit Anfangswert y(xq) = yo.
Beweis. Sei G := 1 x K" und
f:G—=K" (x,y) — A(z)y + b(x).

Sei J C [ ein kompaktes Teilintervall mit xy € J und L := sup,.;||A(x)| < oco. Fiir alle
x € J und alle y,y € K" gilt dann

1z, y) = f,9)ll = [[A)(y = I < NA@)] - lly =gl < L-[ly = gll,

also geniigt f auf J x K" einer (globalen) Lipschitz-Bedingung mit Lipschitz-Konstante
L. Die Eindeutigkeit der Losung folgt dann aus Satz 13.12. Die Existenz einer Losung auf
ganz J wird in der Ubung gezeigt.

Da das Anfangswertproblem auf jedem kompakten Teilintervall J C I mit zy € J eine
eindeutige Losung hat, folgt mit Korollar 13.15, dass die maximale Losung auf ganz [
definiert ist. O
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Satz 14.4. Sei I C R ein Intervall und A : I — K"*" stetig. Weiterhin sei
Ly :={y: I —K":yist Losung von ¢ = A(x)y}.
Dann gilt:
(a) Die Menge Ly ist ein K-Vektorraum.

(b) Fir k Elemente yy,...,yx € Ly sind dquivalent:
(i) Die Funktionen yy, ...,y : I — K" sind linear unabhéngig tiber K.

(ii) Es gibt ein x¢ € I, so dass yi(xg), ..., yx(zo) € K" linear unabhéngig tiber K
sind.

(iii) Fir alle zg € I sind yy (o), ..., yx(zo) € K" linear unabhéngig iiber K .
(c¢) Es gilt dim(Ly) = n.

Beweis. (a) Die konstante Nullfunktion ist sicherlich eine Losung von 3y’ = A(x)y, also
gilt 0 € Ly. Fiir alle y, 2 € Ly und alle A\, u € K gilt

(Ay +pz) = My + p2’ = A(z)y + pA(x)z = Az)(Ay + pz),

also \y + pz € Ly. Folglich ist Ly ein Unterraum von {f : I — K"*"} und damit
auch selbst ein K-Vektorraum.

(b) (iii)=-(ii): Klar.
(i))=(1): Sei My1 + ...+ Aeyr = 0 fur Ay, ..., \x € K. Dann gilt insbesondere auch
)\1?./1(330) + ...+ )\kyk(l’o) =0.

Laut (ii) sind y; (o), - - ., yx(x0) linear unabhéngig, also gilt \; = ... = Ay = 0.
Somit sind yy, . .., Y, linear unabhéngig.

(i)=>(iii): Sei 2o € I. Sind Ay, ..., \, € K mit
Myi(zo) + ...+ Aeyr(zo) =0,

sosind y =0 und § = \yy; + ... + A\pyx zwei Losungen von 3/ = A(x)y, die an
der Stelle xy libereinstimmen. Laut Satz 14.3 miissen diese beiden Losungen
dann iiberall iibereinstimmen, also

Da w1, ...,y laut (i) linear unabhéngig sind, folgt \; = ... = Ay = 0. Somit
sind y1(xo), . . ., Yk(zo) linear unabhéngig.
(¢) Wenn es n + 1 linear unabhéngige Losungen yi,...,y,+1 € Ly gibe, dann wiren

laut (b) fiir jedes z¢ € I auch die n + 1 Vektoren y(xo), ..., Ynt1(z0) € K" linear
unabhéngig im Widerspruch zu dim(K") = n. Also muss dim(Ly) < n gelten.

Sei andererseits xg € I und betrachte die Standardbasis eq,...,e, des K”. Laut
Satz 14.3 gibt es dann fir jedes k = 1,...,n ein y, € Ly mit yp(xg) = ex.
Dann sind y;(zo), ..., yn(z0) € K" linear unabhéngig, laut (b) miissen also auch
Y1, --.,Yn linear unabhéngig sein. Somit folgt dim(Ly) > n und zusammengenom-
men dim(Ly) = n. O
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Definition 14.5. Sei I C R ein Intervall und A : I — K™*" stetig. Ein Losungsfunda-
mentalsystem von y' = A(x)y ist eine Basis (y1,...,y,) des Losungsraumes L.

Bemerkung 14.6. Schreibt man v, ...,y, € Ly als Spaltenvektoren

Yik Yir -+ Yin
Y = : und Y = (yl yn) = oot ,
Ynk Ynl -+ Ynn
dann folgt aus Satz 14.4, dass (yi,...,yn) genau dann ein Losungsfundamentalsystem

sind, wenn det Y (z) # 0 fiir ein xy € I gilt (oder, dquivalenterweise, fiir alle zy € I).
In diesem Fall hat jede Losung y € Ly die Form y = My, + ... + Ay, flir geeignete
A1, .o A € KL In Matrixschreibweise gilt also
A1
y=Yc fir c=| :
An
Man nennt Y dann auch eine Fundamentalmatriz von y' = A(z)y.

Satz 14.7. Sei I C R ein Intervall und A : I — K™*" sowie b: I — K" stetig. Betrachte
Ly ={y: I =K"|Veel:y(x)=A)y(x)+blx)}
und
Ly:={y:I->K"|Veel:y(x)=A)yx)}.
Fiir beliebiges z € L; gilt dann L; = z + Ly.*

Beweis. Sei zunéchst y € L;. Dann gilt
(y—2) =y -2 =Ay+b—(Az+b) = A(y — 2),

alsoy—z€ Lyundy =2+ (y — z) € 2+ Ly. Dies zeigt L; C z+ Ly.
Sei nun y € Ly. Dann gilt

(z4+y) =24y =A2+b+ Ay =A(z+y) +,
also z+y € Lg. Dies zeigt 2+ Ly C Lj. O

Bemerkung 14.8. Formal sieht ein lineares System fiir allgemeines n genauso aus wie ei-
ne lineare Gleichung erster Ordnung (also ein System mit n = 1), wobei Zahlen in K durch
Vektoren und Matrizen ersetzt wurden. In Motivation 12.12 haben wir aus der Losung
der homogenen Gleichung durch Variation der Konstanten eine Lésung der inhomogenen
Gleichung gefunden. Das funktioniert auch fiir allgemeines n: Sei v = A(x)y + b(x) ge-
geben. Angenommen, wir haben eine Fundamentalmatrix Y'(z) des homogenen Systems
y' = A(z)y, also
Y'(z) = A(z)Y (2)*°

45Wie bei herkdmmlichen linearen Gleichungssystemen gilt also: Die allgemeine Losung der inhomogenen
Gleichung ist die Summe einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen
Lésung der homogenen Gleichung.

46Diese kompakte Notation besagt, dass jede Spalte von Y die homogene Differentialgleichung erfiillt.
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und jede Losung des homogenen Systems hat die Form y(x) = Y (z)c fiir ein ¢ € K™. Fiir
das inhomogene System “variieren” wir nun ¢, wir machen also den Ansatz

fiir die Losung des inhomogenen Systems und rechnen wie im Fall n = 1:
Alz)y(@) +b(z) = ¢/ (x) = (Y (2)e(x)) = Y'(2)c(z) + Y (2)c'(x)
= A(2)Y (z)c(z) + Y (2)d ()
()
—y(z

= A(z)y(x) + Y (2)d (2).

Somit sollte b(x) = Y (z)d(z) gelten. Da Y (z) als Fundamentalmatrix invertierbar ist,
folgt ¢'(x) = Y ~1(x)b(x), integrieren liefert

c(r) = / YH(4)b(t) dt 4 c(xo).
z0
Einsetzen und Anpassen der Anfangsbedingung liefert den folgenden Satz.

Satz 14.9 (Variation der Konstanten). Sei I C R ein Intervall und A : I — K"*" sowie
b: I — K" stetig. Sei Y (x) eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems iy’ = A(z)y.
Fiir gegebene xy € I und ¢ € K" ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems

/

Y = A(x)y +b(z) mit y(zy) =c

gegeben durch

y(r) = Y(x)u(xr), wobei wu(x):= /1 Y (t)7h(t) dt + Y (zo) e

zo

Beweis. (Nochmal durch direktes Nachrechnen:) Es gilt

y(x0) = Y (zo)u(xg) = Y (20)Y (1) e =c

=y(=)

= A(z)y(x) + b(z). O
Beispiel 14.10. Betrachte die Differentialgleichung zweiter Ordnung
2" = —z+sin(x).r"
Wir schreiben dies um in ein System

yizyz
Yy = —y1 +sin(x)

4"Dies ist eine Schwingungsgleichung wie in Motivation 12.1 (2) und Beispiel 13.20 mit w = 1 und
zusitzlicher Anregung sin(x) von aufen.
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beziehungsweise v’ = A(z)y + b(x) mit

y = (z;) Alx) = (_(1) é) und  b(z) = (Sm(zx)).

Der Bezug zur urspriinglichen Differentialgleichung ist gegeben durch z = y; und 2’ = ys.
Zwei Losungen des homogenen Systems

Y1 = Y2
Yo =~
beziehungsweise y' = A(z)y sind gegeben durch

o) = (U5nn) e 70 = (is))

V)= (o) 7)) = (_is) ).

Setze

dann gilt
det Y (z) = cos®(z) +sin(z) =1 #0 fiiralle z €R,

also sind y und g linear unabhéngig und Y ist eine Fundamentalmatrix des homogenen
Systems. Man erhilt leicht

y1(z) = (cos(x) —sin(x)) '

sin(x)  cos(z)

Fir o = 0 und ¢ = ( ,0) ist die Losung des inhomogenen Systems mit y(0) = (0,0)
gegeben durch y(z) = Y (x)u(z), wobei

)=
@)= [ (Gl “oote)) (snte) = ) (contyote)
_ ([% Sm[( )SE)S()}; o )

(")

also™®
(z) = 1/ cos(x) sin(z)) (sin(x)cos(z) —z
YW =5 —sin(x) cos(x) sin?(z)
B sin(x) cos?(2) — x cos(z) + sin(z) sin’(x) | _ 1 (sin(z) — z cos(z)
2 \ —sin?(z) cos(x) + xsin(x) + cos(z) sin®(z) ) ~ 2 xsin(x) '
Somit ist die Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung

1

2" = —z+sin(z) mit Anfangswerten z(0) =0 und 2'(0)=0

gegeben durch .
z2(x) =y () = é(sin(m) — zcos(z)).

48Da das hier geloste System aus einer Gleichung héherer Ordnung konstruiert wurde, miisste man an
dieser Stelle y, nicht ausrechnen, da per Konstruktion y, = v} gilt.
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Bemerkung 14.11. (1) Wir haben die Losung des inhomogenen Systems also auf die

Losung des homogenen Systems reduziert, allerdings brauchen wir fiir das homo-
gene System die allgemeine Losung, oder dquivalenterweise n linear unabhéngige
Losungen. Fiir allgemeine lineare Systeme kénnen wir dazu wenig sagen. Hat das
System allerdings konstante Koeffizienten, das heiftt, A € K™*" héangt nicht von z
ab, dann gibt es eine vollstandige Theorie dazu. Da A dann auf ganz R definiert
ist, konnen wir I = R wihlen, und geméf Satz 14.3 existiert dann eine (durch die
Anfangsbedingungen eindeutig bestimmte) Losung auf ganz R.

Es ist praktischer, die Losungstheorie iiber C zu betrachten, selbst wenn wir nur
an Differentialgleichungen und deren Losungen iiber R interessiert sind. Betrachte
beispielsweise die Differentialgleichung 2" = rz fiir r € R\ {0} und das zugehorige
System

yi = Y2,
yé =TYr.

In R miissen wir unterscheiden, ob » > 0 oder r < 0:

e Fiir r = 41 hat 2” = z zwei linear unabhéngige Losungen z(z) = e* und
z(x) =e ™",
e Fiir r = —1 hat 2” = z zwei linear unabhéngige Losungen z(z) = sin(x) und

z(z) = cos(x).

Uber C haben wir immer die unabhéingigen Losungen
z(z) = eV und z(x) = e Ve 49

fiir r = —1 hat man also auch z(z) = € und z(z) = e7'*. Wollen wir reellwertige
Losungen, so erhalten wir diese aus geeigneten Linearkombinationen, etwa

1

— Z(eiav o efi:r)'

1 . .
cos(x) = 5(6”” +e ) und sin(z)

Wir betrachten deshalb im Folgenden lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

iber C.

Satz 14.12. Sei A € C™" und v € C" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \ € C.
Dann ist

y:R—=C", z~ e

eine Losung des linearen Differentialgleichungssystems y' = Ay.

Beweis. Es gilt i/ (z) = e’ = Ave’ = Ay(z) fiir alle z € R. O

Korollar 14.13. Besitzt A € C"*" eine Basis vy,...,v, € C" von n Eigenvektoren zu
Eigenwerten Ay, ..., A\, € C, so bilden die Funktionen

Yy :R—=C", x+— My,

mit £ = 1,...,n ein Fundamentalsystem von ¢y = Ay.

WFRiir r < 0 setzen wir /7 := iy/—7.
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Beweis. Laut Satz 14.12 sind alle y;, Losungen von ¢ = Ay. Da y1(0) = v1,...,y,(0) = v,
als Basis linear unabhéngig sind, sind laut Satz 14.4 auch y,...,y; linear unabhéingig.
Also sind ¥, ..., y, ein Fundamentalsystem von y' = Ay. O]

Beispiel 14.14. Die Matrix

A= eC?

o O =
_ o O
o = O

hat Eigenwerte Ay = Ay = 1 und A\3 = —1 mit Eigenvektorbasis

1 0 0
v=10], wvw=1]1 und vy = | —1
0 1 1

Somit ist die allgemeine komplexwertige Losung von 3’ = Ay von der Form

1 0 0 cie”
y(r) =ci1e” | 0] +ce” | 1] +cge™ | =1 = | c26” —c3e™
0 1 1 €% + c3e™"

fiir ¢1,c9,c3 € C. Da A nur reelle Eigenwerte hat, erhélt man die gleiche allgemeine
reellwertige Losung, nur mit ¢y, co, c3 € R.

Bemerkung 14.15. (1) Die wesentliche Idee bei obigem ist, das System y = Ay
auf ein einfacheres System z' = Bz zu transformieren, dieses zu lésen und die
Losung zuriickzutransformieren. In der Situation von Korollar 14.13 setzen wir
S = (v1,...,u,) € C"" und z := S~ 'y (oder dquivalenterweise y = Sz).”" Mit
B := S7'AS gilt dann

Y =81 =8"1Ay=5"1AS2 = Bz.
Die Matrix B hat eine einfache Struktur, da

Bek = S_IASGk = S_lAvk = S_l/\kl)k = )\kS_lvk = )\kek,

also
A0 .00
) 0 X :
B =diag(Ar,..., ) = 0 7
. 0
0 0 M\,
Das System 2z’ = Bz lautet also
2y = Miz1, 21
/
22 = )\222 . Z9 .
’ wobel z= | . mit 2z, : R — C,
Z;L = )\nzna Zn
50Die Matrix S ist invertierbar, da vy, ...,v, linear unabhingig sind.
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und hat die n linear unabhéngigen Losungen

—_
]
=)

0 1

Moy =M | O Moy =M [0 e =M |
: : 0
0 0 1

Durch Anwendung von S wird dies auf

eMTSe; = eMPyy,  eM%Sey =M%y, ..., e%Se, = ey,

transformiert und man erhéalt die Losungen aus Korollar 14.13.

(2) Grofse Klassen von Matrizen (wie etwa symmetrische Matrizen) konnen diagonali-
siert werden, aber nicht alle. Man kann Matrizen aber immer auf folgende Jordan-
Normalform bringen: Sei A € C"*". Dann gibt es eine invertierbare Matrix S €
C™™ so dass

S0 0

Bi=sas=|" ,
0
0 .. 0

wobei jedes Ji ein Jordan-Kdastchen von der folgenden Form ist:

Al 0
/\ mxXm
J=JA\m)= eC
0 A

mit A € C und m € N.°! Da die verschiedenen J;, entkoppeln, miissen wir nur
noch ein Fundamentalsystem fiir die Jordan-Késtchen finden. Sei also ein solches
J = J(\,m) € C"™*™ gegeben und betrachte das zugehorige System

/
21 = A2 + 29,

!
2y = Azp + 23,

/
Zp_1 = Am—1 + Zm,

/
2y = A2y

Dies kénnen wir, beginnend bei der letzten Gleichung, rekursiv 16sen: Aus 2], = Az,

folgt z,,(7) = e, aus

/

A
Zpe1 = A1+ Zm = AZm_1 + cpe™”

*IFiir A € C hat man etwa J(\, 1) = (X) € C*1, J(A,2) = <8 i\) und J(A,3) = (

S O >
S > =

> = O
\/
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folgt (Variation der Konstanten oder direktes Nachrechnen)

A A
Zm-1(%) = cp1€™" + e’

aus

!/

A A
Zi—g = ANm—2 + Zm-1 = Aem—2 + Cp_16"" + cpre™”

folgt
22
Zm—2(T) = Cm_9e™ + C_12e™ + ¢ —e.

2
Satz 14.16. Seien A € C und m € N und betrachte ein Jordan-Kéastchen

A1 0 ...00
00X 1 ... 00
J=JAm)= | s e,
00 0 ... 10
00 0 Al
00 0 0

Dann ist eine Fundamentalmatrix des homogenen Differentialgleichungssystems 2z’ = Jz
gegeben durch

CC2 xr‘n72 xmfl
Lz 5 (m—2)1  (m—1)!
z71L—3 xm—
0 1 = (m—3)1  (m-2)!
2(x) = e ,
00 O x =
00 O 1 x
00 O 0 1
Fiir m = 4 hat man beispielsweise
CC2 $3
01 = %
z(z) = e 2
00 1 =«
00 0 1

Beispiel 14.17. Betrachte das Differentialgleichungssystem

Vi =  y1 —3y2 —2ys,
Yo = —Y1  Fy2 Y3,
vy = 2y1 +4dyo +5ys,
also iy’ = Ay mit
1 -3 —2
A=1-1 1 -1
2 4 5

89



Dann kann A mit

11 —1 0 -1 0
S=1-10 0 und S'=1[1 1 1
2 0 1 0 21
auf Jordan-Form
2 10
B=S1AS=10 2 0
00 3

gebracht werden.”” Das transformierte System fiir z = S~!y lautet also 2’ = Bz, also

21 = 221 2o,
o
2y = 229,

Drei linear unabhéngige Losungen fiir z sind gegeben durch

0 62:1: erx
0], 0 und e
e3® 0 0

Riicktransformation mit .S ergibt fiir y die drei linear unabhéngigen Lésungen

0 —1 e —1
S{o|=e*| 0], SO |=e*[-1
e3” 1 0 2
e -1 1 e2® — ge?®
S| e | =ae® | -1+ (0] = —xe*® =: 7.
0 2 0 2xe’®

Probe fiir die dritte Losung : Es gilt

(62z _ erx)/ 262x _ e?w _ 2x62x eQa: _ 21’622:
gl — (—ZEGQI)/ _ _62;10 _ 2[['6250 — _e2x _ 2xe2x
(2xe®) 2% + 4xe*® 207 + 4xe*®
und
1 =3 =2\ [e* —ze™ ¥ — ze® — 3(—ze®) — 2 2ze™
Ay=1-1 1 -1 —xe*® = —(e** — ze**) — xe* — 2xe™®
2 4 5 2ze* 2(e** — xe?™) + 4(—ze*) + 5 - 2xe™

e?* — xe®® + 3xe?® — 4xe®
= —e%® 4 e — xe?® — 2xe?®
220 — 2xe®® — 4ze®® 4+ 10xe®®
eQx _ 21.62.'17

= | —e* —2ze* | =g
202 4 4ge?®

52Wie man S findet, lernt man in der Linearen Algebra.
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15. Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Definition 15.1. Sei I C R ein Intervall und ag, ..., a,_1,b: I — K stetig. Dann heifst
Y™ + i ()™ + .+ ay(2)y +ag(z)y =0 (4)
eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung und
y™ a1 (2)y™ VY + .+ ay(2)y + ao(x)y = b(z) (5)
eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung (falls b # 0).
Satz 15.2. Sei I C R ein Intervall und ag, ...,a,_1,b: I — K stetig.

(a) Sei
Ly :={y: 1 —>K|ylost (4)}.

Dann ist Ly ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

(b) Sei
Li={y: 1 —->K|ylost (5)}.

Dann gilt fiir beliebiges z € L; schon L; = z + Ly.

(c¢) Funktionen yi,...,y, € Ly sind genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein x € [
(oder dquivalenterweise: fiir alle x € I) gilt

0@ ua()
N 1 B C B A I
W@ V) . )

Definition 15.3. Der Ausdruck W (z) heit Wronski-Determinante von yy, ..., yy.

Beweis von Satz 15.2. Wie in Bemerkung 13.4 schreiben wir (4) als System mit z;, = y*),
also

/
20 = %1,

2 = —ao(r)z0 — a1 ()21 — ... — a1 (2) 21,
und setze

Ly:={z:1—-K"|z=(20,...,2,-1) lost (6)}.
Dann ist Ly — Ly, y+ (y,v,y",...,y™ ) ein Vektorraumisomorphismus; (a) und (c)
folgen dann aus Satz 14.4; (b) folgt aus Satz 14.7. O
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Beispiel 15.4. Betrachte die inhomogene lineare Differentialgleichung

1 1
" /
Yy — _Qxy + —2x2y =1 auf I=(0,00).

Zwei Losungen der homogenen Differentialgleichung

1 1
1 /
_ = =0
YooY * 222"
sind y;(2) = z und yo(z) = \/x, wie eine Probe leicht zeigt: Mit y;(x) =1 und y{(z) =0
gilt
1 1 1 1 1 1

" o = =0 14+ — . g=—— 1+ — =0
1 (@) 2xy1($)+2x2y1($) 2x +2x2 v 2x+2x ’

2 und y(z) = —ix_% folgt

1 1 1

Yy () — gyé(ﬂv) + ﬁyz(ﬂﬁ) ==

Diese Losungen sind linear unabhéngig, da

W(z) = det (y}“) yg’f;) ~ det (’f f) = VB VE= VB AD

yi(z) Yoz 2vT

fiir alle € I. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung ist also von
der Form

yu(r) = ax + Bv/x mit «o,f €R.
2

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist y;(z) = 22?%, denn mit

3
yi(z) = 3o und yf(z) = 5 gilt

1
2z

, 1 4 14 12, 4 1

2
yz(ﬂf)+2—x2yl($)=————x+——x = —§+—:1

1
i (7) 3 2,37 T 9,23 3 3

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also

y(z) = yn(@) + () = ax + BVE+ 20 mit @, fER

Bemerkung 15.5. Wie bei (oder: als Spezialfall von) Systemen von linearen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung kénnen wir aus der allgemeinen Losung der homogenen
Differentialgleichung durch Variation der Konstanten die allgemeine Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung bestimmen. Die allgemeine Losung der homogenen Differen-
tialgleichung konnen wir allerdings wieder nur im Fall konstanter Koeffizienten einfach
bestimmen.

Definition 15.6. Sei I C R ein Intervall und ag, aq,...,a,_1 € C. Dann heifst
v+ ay™ TV + L ay +agy =0 (7)

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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Satz 15.7. Sei I C R ein Intervall und ag, a4, ...,a,_1 € C.

(a) Sei
Ly:={y:1—>Clylost (7)}.

Dann ist Ly ein n-dimensionaler C-Vektorraum.
(b) Jede Funktion y € Ly ist beliebig oft differenzierbar.
Beweis.  (a) Dies ist ein Spezialfall von Satz 15.2.

(b) Sei y € Ly. Als Losung von (7) ist y n-mal differenzierbar. Wegen

(n) —

Y™ = —a, 1y —

e QoY

ist y™ als Linearkombination differenzierbarer Funktionen selbst differenzierbar.
Also ist y (n + 1)-mal differenzierbar. Mittels Iteration folgt, dass y beliebig oft
differenzierbar ist. 0

Bemerkung 15.8. Im Prinzip wissen wir, wie wir (7) lsen konnen: Wir betrachten das
System

2l =—(apz0+a1z1+ ...+ an_12n-1),
also 2/ = Az fir
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : : . : :
0 0 0o ... 0 1
—ap —a; —Qy ... —Qp_o —Qp_1

Die Losung hiangt dann von den Eigenwerten und der Jordan-Normalform von A geméfs
Bemerkung 14.15 und Satz 14.16. Wir konnen diese Daten hier aber auch direkter berech-
nen, ohne mit A zu argumentieren. Wir werden spéter auf diesen Zusammenhang mit A
zuriickkommen.

Notation 15.9. Sei C[z]| die Menge aller Polynome in = mit Koeffizienten in C. Fiir ein
Intervall I C R sei

C™(I):={f:1— C| f ist beliebig oft differenzierbar} .
Wir setzen
D:C*(I)—=C>®(), fwf.
Fiir p(x) = >°7_g ;27 € Cla] sei
p(D):=> a;D’, wobei D"=id,D'=D,D*=DoD,...
=0
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Fir f € C*(I) gilt also
p(D)f =aof +arf +aof" + .. 4 anr [V +a, f.

Dann ist
Clz] = {F :C>®(I) - C>(I) | F linear}, p— p(D)

ein Algebrenhomomorphismus: Fiir alle p, ¢ € Clz] gilt
(p+q)(D) =p(D)+q(D) und (p-q)(D) = p(D)oq(D),
was man durch Nachrechnen verifizieren sollte.
Lemma 15.10. Fiir alle p € C[z] und alle A € C gilt
p(D)eX = p(A)e.
Beweis. Sei p(x) = Y"_ja;a’ € Clz]. Dann gilt D% = 1- e,

d
De)\:c — d_e)\x — )\e)\:c,
X

D?e* = DDe™ = D(\e) = di(/\e/\;”) = A2
x

und induktiv D7e? = Me® also

n n

p(D)e? = Z a; DI = Z a;NeM = p(\)er. O

=0 =0
Satz 15.11. Sei p(z) = 3" a;a’ € Clz] mit a, = 1, also
p(z) = 2" + a1 2™ 4.+ arr + ag.

Das Polynom p habe n paarweise verschiedene Nullstellen A{,...,\, € C. Dann bilden
yr(x) = eM® mit k= 1,...,n ein Losungsfundamentalsystem der Differentialgleichung

Y™+ a1y Y + L+ a1y + agy = 0.
Beweis. Laut Lemma 15.10 gilt

p(D)yy, = p(D)eM* = p(\g)eM* =0,
=0

also ist jedes y; eine Losung der Differentialgleichung. Wegen y,(gj ) = )\iekkm ist dann die

Wronski-Determinante von vy, . .., y, an der Stelle x = 0 gegeben durch
1 1 e 1
A Ao oo A
W(0) = det ‘ , ,
VDY D

Man zeigt (z.B. in der linearen Algebra), dass diese sogenannte Vandermonde-Determi-

nante den Wert
wo) = [ -
1<i<j<n
hat. Da nach Voraussetzung A4, ..., )\, paarweise verschieden sind, gilt also \; # A; fiir
alle i # j und damit W(0) # 0. Somit sind nach Satz 15.2 yi,...,y, linear unabhéngig
und bilden ein Losungsfundamentalsystem der Differentialgleichung. m
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Beispiel 15.12. Die Differentialgleichung
y///_y//+y/_y:0
korrespondiert zum Polynom
px)=2* -2 +r—1=@*+)(z—-1)=(z—i)(z+i)(z—1)

mit Nullstellen \; =i, Ay = —i und A3 = 1. Uber C haben wir somit das Fundamental-
system

yi(z) =e”, ya(z) =™ und ys(z) ="

Uber R nehmen wir reelle Linearkombinationen von ; und v, und erhalten
1 .1 :
é(yl(x) + yg(x)) = cos(z) sowie i(yl(x) — yg(:v)) = sin(x),

ein Fundamentalsystem iiber R ist also gegeben durch cos(z), sin(z) und e*.

Bemerkung 15.13. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra faktorisiert jedes komplexe
normierte Polynom in Linearfaktoren, allerdings konnen Nullstellen 6fters auftreten, also

p(x) = (x = X)) (z = X)F2 - (m =AM

fiir paarweise verschiedene \; € C, wobei k; € N mit Y77, k; = deg(p).”” Da wir nur
Polynome betrachten, bei denen der Vorfaktor von z” gleich 1 ist, haben wir a = 1. Wir
haben dann also Losungen fiir

0=p(D)y = ((D—=M)"(D=X)"-...-(D=X\)")y,

falls (D—\;)fy = 0, also insbesondere falls (D —\;)y = 0, was der Losung e* entspricht.
Allerdings brauchen wir nicht nur eine, sondern k; linear unabhéngige Losungen von

Lemma 15.14. Sei I C R ein Intervall, A € C, k € Ny und f € C*(I). Dann gilt
(D= N (f(2)e™) = £ (@)e,

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit vollstandiger Induktion. Fiir £ = 0 ist nichts zu
zeigen. Wenn die Aussage fiir k gilt, folgt

(D =N (f(2)eX) = (D = A)(D = N)* (f(2)e™)

(f(k) (x)e)\m)

_ D(f(k:) (:L‘)ekx) . )\f(k:) (ZL‘)eAI

) (z) A — AfR) (z)e?”

@
>
8

+

Somit haben wir fiir jedes A; die Losungen

Az Ajx 2 M
)

eVt xe™NT. x%e ki=lehit,

xz (S]

Wir miissen nur noch zeigen, dass diese linear unabhéngig sind.

53Um Verwechslung mit dem Gradienten vorzubeugen, schreiben wir den Grad eines Polynoms p als
deg(p) vom englischen degree.
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Lemma 15.15. Seien p € C[z] und A € C mit p(A) # 0. Ist g € C[z] mit deg(g) = k € Ny,
dann gilt

p(D)(g(x)e™) = h(w)e™,
wobei h € Clz| mit deg(h) = k.

Beweis. Die Taylorreihe von p um den Punkt A ist

fiir geeignete ¢; € C. Insbesondere gilt ¢p = p(A) # 0 und laut Lemma 15.14

k
p(D) (g(2)e™) = (D = AP (9(2)e™) = Y es(0) -
=0 =0
J J
=:h(z)

Wegen ¢y # 0 gilt deg(h) = deg(g). O
Satz 15.16. Sei p(z) = 2" + a, 12" ' + ... + a1z + ap € C[z] mit Linearfaktorisierung
p(z) = (x — A)F - ... (z — \.)F. Dann besitzt die Differentialgleichung

p(D)y =y + a1y + .+ ay +yoy =0
das Losungsfundamentalsystem
Yim(x) = 2meM® wobei 1<j<r und 0<m< k;j —1.

Beweis. (1) Zunéchst ist jedes y;,, eine Losung der Differentialgleichung, da

p(D) moae p(D) . dma™
J J ——

=0

(2) Weiterhin sind die y;,, linear unabhéngig. Dafiir reicht es, folgendes zu zeigen: Sind
g9; € Clz] mit deg(g;) < k; so, dass >0, g;(x)et® = 0, so folgt g; = 0 fiir alle
j=1,...,r. Dies beweisen wir durch Induktion nach » € N:

Im Falle r = 1 folgt aus g(z)e*® = 0 sofort g(x) = 0, da die Exponentialfunktion
nur echt positive Werte annehmen kann. Angenommen, die Aussage gilt fiir » und
sei Z;:i g;(x)e’® = 0 fiir g; € C[z] mit deg(g;) < k;. Dann folgt

r+1

0=(D-— )\r+1)kr+l Zgj (m)eij

j=1

=D (D= A1) gy (@)eNT 4 (D = Apyd)*r 1 g ()10
=1

15i14 Z(D N /\H_l)kﬁqgj (x)eka + (9r+1($))(kr“) eATHx
- ~—_—————
J=1

=0 da deg(gr+1)<kj+1

<

(D = Arjr)frtgs(z)e®
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laut Lemma 15.15 fiir geeignete h; € C[z] mit deg(h;) = deg(g;). Nach Induktions-

voraussetzung folgt h; = 0 fiir alle j = 1,...,7. Da die g; den gleichen Grad wie die
h; haben miissen, folgt g; = 0 fiir alle j = 1,...,7. Also haben wir noch
r41

0= gi(w)eh* = gaet
j=1

iibrig, wie im Fall = 1 folgt schlieklich ¢,1 = 0. Insgesamt gilt also g; = 0 fiir alle
jg=1,...,r+1. O

Beispiel 15.17. (1) Die Differentialgleichung y” — 2y’ +y = 0 entspricht dem Polynom

p(r) = 22 — 2z + 1 = (x — 1)% Somit bilden y;(z) = e® und y»(x) = ze® ein
Losungsfundamentalsystem.

(2) Die Differentialgleichung vy + 8y” 4+ 16y = 0 entspricht dem Polynom
p(a) = 2t + 827 4+ 16 = (2% + 4)? = ((z — 2i)(z + 2i))°,

also A\; = 2i und Ay = —2i mit Vielfachheiten k; = 2 und ks = 2. Uber C erhalten
wir das Losungsfundamentalsystem
2ix —2ix

3/10(33) = e2ix’ 3/11(55) = xema y20<33') =e und 3/21(37) =ze

Uber R kénnen wir durch Linearkombinationen folgendes Fundamentalsystem bil-
den:

cos(2x) = = (y10(2) + y20(2)),

H[\DI’_‘

sin(2z) = Z(ym(%) — y20()),
x cos(2z) = %(yn(@ + Y (2)),
rsin(2x) = %(yn(ﬂl?) —ya(2)).

Fiir diese Linearkombinationen brauchen wir, dass die nicht-reellen Nullstellen in
komplex-konjugierten Paaren (also A\; = \y) mit gleicher Multiplizitét (also k; = k)
auftreten. Dies gilt aber fiir alle Polynome mit reellen Koeffizienten!

Bemerkung 15.18. Sei p(z) € R[z] und A € C\ R eine k-fache Nullstelle von p. Dann
ist auch X eine k-fache Nullstelle von p und es gilt

Ynj (1) = ziede = glede = I = gl = Yz, ()

firalle j =0,...,k—1.Ist \=a+ib mit a,b € R und b # 0, so erhélt man aus den kom-
plexen Lésungen yy;(x) und y5;(x) von p(D)y = 0 also immer die (linear unabhéngigen)
reellen Losungen

1

§(y,\j () + yy;(x)) = %(ij(x> + ij@)) = Re(yy;(x)) = 27e™ cos(bx)

und

%(ym’ (z) — yx;(2)) = %(wj(x) - yxj(@) = Im(yy;(w)) = 27e"" sin(bx).
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Bemerkung 15.19. Wir kommen nun auf den Zusammenhang zwischen linearen Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung und linearen Differentialgleichungssystemen zuriick,
der in Bemerkung 15.8 schon angedeutet wurde.

(1) Im Fall konstanter Koeffizienten haben wir jeweils die folgenden allgemeinen Aus-

sagen:
DGL n-ter Ordnung System von n DGLs 1. Ordnung
p(D)y =0 2= Az
gegeben p(x) € Clz] AeCmn
durch: Polynom vom Grad n n X n-Matrix
Losgngen Nullstellen Aq, ..., A, von p Elgenyvertg.ul, g von A
bestimmt mit Multivlizititen I mit Groken 44, . .., 4,
durch: P Lo B der Jordan-Kastchen J;
0
0
x™/m!
P d xmekx elt”
Lo mit 0 <m < kj — 1 1
get fiir jedes A = \; 0
0
mit 0 <m < /{; — 1
fiir jedes Jordan-Késtchen J;
und 1 = g,
. die Ai, ..., \ sind die jur, ..., ftq konnen gleich
Unterschied: . : sein, aber zu verschiedenen
paarweise verschieden .
J; gehdren

(2) Wir betrachten nun eine Differentialgleichung n-ter Ordnung p(D)y = 0, wobei
p(x) = Y1 ga;2’ € Clz] mit a, = 1. Das zugehorige System ist dann gegeben
durch 2’ = A,z, wobei

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Ap = : : i . : :
0 0 0o ... 0 1
—Qy —ay —az ... —Qp_2 —Qp_q

die sogenannte Begleitmatriz von p ist. Der Vergleich unserer beiden Losungstheo-
rien suggeriert dann:

(i) Die Nullstellen von p sind die Eigenwerte von A,,.

(ii) Die Jordan-Form von A, hat die spezielle Eigenschaft, dass zu jedem Eigenwert
von A, genau ein Jordan-Késtchen existiert.

Wir wollen im Folgenden diese beiden Tatsachen iiberpriifen.
(3) Die Eigenwerte von A, sind durch die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
q(A) = det(A,, — A,)
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gegeben. Im Fall n = 4 erhédlt man durch Entwicklung nach der letzten Zeile

A -1 0 0
0O A -1 0

qA ) =det | oy
ap a1 Qs A+ as
-1 0 O A0 0

= —ay - det A =1 O0]+4+a;-det {0 =1 0
0o X —1 0o X -1

1 =)
A -1 0 A -1 0
—ag-det [0 A Ol +(A+a3)-det [0 X —1
0 0 -1 0O 0 A
% ’ ) e ’

= ag + ai )\ + ap\? + az)\® + X = p(N).
Fiir allgemeine n zeigt man die Aussage per Induktion.

(4) Fiir (ii) betrachten wir zunédchst den Fall n = 2, also 4" + a19’ + yoy = 0 und

p(r) = 22 + a1 + ay, also
0 1
o (1)

Fiir eine 2 x 2-Matrix gibt es allgemein genau die folgenden drei Mdoglichkeiten fiir
die Jordan-Form:

Fall 1: ()E)l )(\)) = diag(/\l,/\z) mit )\1 7§ )\2.
2

A0 .
Fall 2: (0 )\) = diag(A\, A).

Fall 3: (3 i) — J(\2).

Wir miissen zeigen, dass Fall 2 fiir A, nicht eintreten kann! Es gilt

0 =p(\) =det(Ao — A,) = A\* + a1\ + ag

genau dann, wenn A = —%t 44/ % — ag. Fall 2 kann nur auftreten bei einem Eigen-

wert A mit Multiplizitat 2, also bei % — ag = 0; dann gilt

0 1
we (%),
4 1

Fir a; = 0 hat man direkt die Jordan-Form

(b o)

also Fall 3 mit A = 0. Fiir a; # 0 sind die Transformationsmatrizen gegeben durch

@ ] L (0 —%
S = @ g und S = ] 21,
T~ a1
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also gilt
a1 1
S~ lA S = < al) ,
0 -%
wir sind also im Fall 3 mit A = —“—21: Ein Jordan-Kastchen der Grofle 2. Somit kann
Fall 2 also nicht auftreten.

(5) Fiir grokere n ist eine solche Fallunterscheidung nicht praktikabel. Mit etwas mehr
linearer Algebra kann man iiber das Minimalpolynom m(z) von A, argumentieren.”
Die Theorie besagt, dass p ein Vielfaches von m ist und alle Linearfaktoren von p
in m vorkommen miissen. Ist also

p(x) = (x =X)L (= N
die Faktorisierung von p, so gilt
m(z) = (x—M)"-...- (= \)" wobei 1<t; <k;.

Weiterhin ist ¢; gerade die Grofse des grofsten Jordan-Késtchens zu A; in der Jordan-
Normalform von A,. In unserer Situation reicht es also zu zeigen, dass p(z) = m(x),
denn dann gilt k; = ¢; fiir alle j und somit gibt es in der Jordan-Normalform von
A, genau ein Jordan-Késtchen pro Eigenwert.

Wir zeigen p(z) = m(z) wieder fiir den Fall n = 4: Mit

0 1 0 0
0 0 1 0
A= 0 0 0 1
—Qp —ai; —ag —as
gllt AO = [4,
0 0 1 0
e | o 0 0 1
—Q —a — Q2 —as
oz ai1asz — ag ao2a3 — A1 CL?)) — Q9
und
0 0 0 1
A3 — —aop —ay —a2 —as
agas ajaz — Qg 203 — (132) — Q9

2 2 2 2 3
Qoo — Qpa3 Qa3 + Q102 — @143 Q143 + a5 — G263 — Ao 2a503 — az — ap

Wir konzentrieren uns jeweils nur auf die erste Zeile: Es gilt ef A7 = el fiir alle
7 =0,...,3. Ist also g(z) = b3a® + box® + b1z + by € C[z] ein Polynom mit g(A) = 0,
so gilt

3 3
0=elg(A)=ef ¥ bhA = Zb el A= "biel ;= (bo b1 by bs).
j=0 j=0

Folglich muss schon g = 0 sein. Es gibt also aufser dem Nullpolynom kein Polynom
vom Grad hochstens 3, welches p als Nullstelle hat. Somit muss m(z) = p(z) sein.

54 Das Minimalpolynom von A ist das (eindeutig bestimmte) normierte Polynom kleinsten Grades, das A
als “Nullstelle” hat (und nicht das Nullpolynom ist).
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A. Aussagen aus der Linearen Algebra

Bemerkung. Die Aussagen in diesem Anhang sind nur fiir den Korper der reellen Zahlen
R formuliert, sie gelten sinngeméf aber iiber jedem Korper und insbesondere auch iiber
den komplexen Zahlen C.

Matrizen. Eine (reelle) m x n-Matrix ist eine Tabelle

a1 ... Qp
A= e = (aij)iél ..... m

Am1 -+ Amnp

mit m Zeilen, n Spalten und m - n Eintragen a; ; € R. Wir schreiben R™*" fiir die
Menge aller m x n-Matrizen.

Sind A, B € R™*" und A € R, so definieren wir

.....

A + B = (CLZ‘]‘ + bij)i:l ,,,,, m U_Ild /\ . A = (/\ . az‘j)izl m-
Jj=1,...,n j=1,..n
Mit diesen Operationen wird R™*™ zu einem R-Vektorraum.
Matrixprodukt. Sind A € R™ " und B € R¥*™, so definieren wir
BA:=B-A:= <Z a,-gbg]) e R,
=1

i=1,..k

.......

Wichtig: Das Produkt BA ist nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten von B mit
der Anzahl der Zeilen von A iibereinstimmt. Selbst wenn sowohl AB als auch BA
existieren, gilt im Allgemeinen AB # BA.

Lineare Abbildungen. Eine Abbildung L : R" — R™ heift linear, falls
L(zy + x2) = L(xy) + L(zg) fir alle xy, 25 € R”

und

L(A\x) = AL(z) furalle z €R"™ undalle X\eR.

Wir schreiben L(R™, R™) fiir die Menge aller linearen Abbildungen von R™ nach R™.
Sind L, Ly, Ly € L(R",R™) und A € R, so definieren wir L; + Lo, AL € L(R™ R™)
mittels

(L1 + Lo)(z) := Li(z) + Lo(x) und (AL)(x):=A-L(x) firalle xeR"
Mit diesen Operationen wird L(R", R™) zu einem R-Vektorraum.
Identifikation. Jede Matrix A € R™*" induziert eine lineare Abbildung
La:R" -5 R™ x> Ly(z):= Ax.
Ist umgekehrt L € L(R"™, R™), so setzt man
A = (L(el) L(en)) e R™*",
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wobei e; € R™ der i-te Standardbasisvektor von R” ist, also der Vektor, der in der
i-ten Komponente den Wert 1 und sonst iiberall den Wert 0 hat. Die Matrix Ay,
heifst die darstellende Matrix von L beziiglich der Standardbasen.

Man zeigt leicht, dass diese beiden Konstruktionen zueinander invers sind. Somit
gibt es eine Bijektion zwischen R™*" und L(R", R™), die sogar mit den Operatio-
nen vertraglich ist (genauer: ein R-Vektorraum-Isomorphismus), so dass wir haufig
eine lineare Abbildung mit ihrer darstellenden Matrix identifizieren. Insbesondere
entspricht die Komposition K o L von L € L(R",R™) und K € L(R™, R*) gerade
der Matrix AxAj,.

Inverse Matrizen. Die darstellende Matrix der Identitdtsabbildung id : R — R", x — x
ist die Einheitsmatrix

10 ...0
01 ...0

I'=IL:=|. . _|=(a e ...en) eR™"
00 ...1

Eine Matrix A € R™™" heiftt invertierbar, wenn eine Matrix B € R"*" mit AB =
BA = I, existiert. In diesem Fall schreiben wir B = A~!; die Matrix A~! heift
Inverse von A und ist eindeutig bestimmt. Man kann leicht zeigen, dass A genau
dann invertierbar ist, wenn die lineare Abbildung L, : R™ — R"” bijektiv ist.

Determinante. In der Linearen Algebra konstruiert man eine Abbildung det : R™*™ — R.
Diese sogenannte Determinante von A ist eine Polynomfunktion in den Eintrdgen
von A. Eine Matrix A € R"™ " ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0.
Weiterhin gibt es immer eine Matrix A € R™" mit

AA =1, -det(A) = AA,

falls also det(A) # 0 gilt, ist A™! := detl(A) A,

a b
det (c d) = ad — bc

Fir 2 x 2-Matrizen ist etwa

und es gilt

~1
a b 1 d —b
<c d> = (—c . ) falls ad — bc # 0.

Sind A € R, B € R™™ C € R™" und D € R™™, 50 gilt

det (g‘ g) — det(A) det(D) = det (é g) |

Eigenwerte und Eigenvektoren. Sei A € R™*". Ein Vektor € R™\ {0} heift Eigenvek-
tor zum Eigenwert A € R, falls
Az = \x.
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Die Eigenwerte von A sind genau die (moglicherweise komplexen) Nullstellen des
charakteristischen Polynoms y 4 () := det(AI,, — A), insbesondere gibt es (mit Viel-
fachheiten gezdhlt) genau n (moglicherweise komplexe) Eigenwerte von A. Das Pro-
dukt aller Eigenwerte von A ist gerade det(A).

Sind R™™ und B € R™*™ so ist die Menge der Eigenwerte von

gerade die Vereinigung der Mengen der Eigenwerte von A und von B.

Ist zum Beispiel

M O - 0

‘ 0 X -+ 0
diag(A, ..., )= | . . . | e R

0 0 --- A\,

eine Diagonalmatrix, dann ist e; ein Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Eigenraum. Sei \ ein Eigenwert von A. Der Eigenraum von A zu X ist die Menge aller
Eigenvektoren von A zu A inklusive dem Nullvektor. Er ist gegeben als Losung des
homogenen Gleichungssystems (A, — A)x = 0.

Untervektorraum. Ein Untervektorraum von R”™ ist eine nichtleere Teilmenge U C R",
so dass fiir alle z,y € U und alle A € R auch x +y € U und \x € U gilt.

Erzeugendensystem. Fiir jede endliche Menge {z1,...,x;} C R"™ ist

k
U= {Z)\jxj | A\ € R}

j=1

der von {z1,...,z,} erzeugte Untervektorraum von R". Man nennt {z1,...,x,} ein
(endliches) Erzeugendensystem von U.

Lineare Unabhangigkeit. Eine Menge {z1,...,z5} € R" heifst linear unabhéngig, falls
fiir alle Aq,..., \x € R gilt:

k
Z)\jxj:() = )\1::>\k20

Jj=1

Basis und Dimension. Eine Basis eines Untervektorraums U von R”™ ist ein linear unab-
hangiges Erzeugendensystem von U. Je zwei Basen von U haben die selbe Kardinali-
tét. Die Anzahl der Elemente einer Basis von U heifit Dimension von U, geschrieben

dim(U). Es gilt dim(R") = n.

Diagonalisierbarkeit. Eine Matrix A € R"*™ heifst diagonalisierbar, wenn es eine inver-
tierbare Matrix S € R™ " gibt, so dass S™1AS eine Diagonalmatrix ist. Diagonali-
sierbarkeit von A ist dquivalent dazu, dass es eine Basis von R" gibt, die nur aus
Eigenvektoren von A besteht.
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abgeschlossen, abgeschlossene Menge, 17

Abschluss (in einem metrischen Raum),
19

dquivalent, Aquivalenz (von Metriken),
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Banachraum, 12
Banachscher Fixpunktsatz, 8

Cauchy-Folge
in C[0,1], 5

in einem metrischen Raum, 7

Differentialgleichung
erster Ordnung, 66
lineare DGL erster Ordnung, 69
mit getrennten Variablen, 66
Differentialmatrix, 43
differenzierbar, Differenzierbarkeit (einer
Kurve), 31

folgenkompakt, Folgenkompaktheit einer
Menge (in einem metrischen
Raum), 21

Funktionalmatrix, 43

Geschwindigkeitsvektor (einer Kurve),
31

gleichgradig stetig, gleichgradige
Stetigkeit (einer Menge von
Funktionen), 28

gleichméfig stetig, gleichméfige
Stetigkeit einer Abbildung
(zwischen metrischen Rédumen),
20

gleichméfige Konvergenz (einer
Funktionenfolge), 3

Gradient, 43

Hesse-Matrix, 48
Hilbertraum, 16

indefinit, Indefinitheit, 49

Jacobi-Determinante, 52
Jacobi-Matrix, 43
Jordan-Normalform, 88

Kettenregel (mehrdimensional), 43
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kompakt, Kompaktheit einer Menge (in
einem metrischen Raum), 21
konvergent, Konvergenz
einer Folge von Funktionen, 5
in einem metrischen Raum, 7
konvexe Menge, 62
Kugel, 14

Lagrange-Multiplikator, 58

lineare Abbildung (zwischen
Vektorrdumen), 37

lineare Differentialgleichung n-ter
Ordnung, 91

mit konstanten Koeffizienten, 92

lineares Differentialgleichungssystem
(homogen, inhomogen), 81

Lipschitz-Bedingung,
Lipschitz-Konstante, 74

Lénge (einer Kurve), 32

Losungsfundamentalsystem, 83

Metrik, 7
metrischer Raum, 7
Multiindex, 46

natiirliche Parametrisierung (einer
Kurve), 35
negativ definit, negative Definitheit, 49

offen, offene Menge, 17
offene Uberdeckung, 21
Operator, siehe lineare Abbildung

parametrisierte Kurve, 31

partiell differenzierbar, partielle
Differenzierbarkeit, 39

positiv definit, positive Definitheit, 49

Prahilbertraum, 12

prakompakt, siehe total beschrankt

punktweise Konvergenz (einer
Funktionenfolge), 3

reguldr, Regularitit (einer Kurve), 35

rektifizierbar, Rektifizierbarkeit (einer
Kurve), 32

Richtungsableitung, 39

Rotation (eines Vektorfeldes), 64

Satz von der lokalen Umkehrbarkeit, 52



Satz iiber implizite Funktionen, 57

Skalarprodukt, 12

stetig partiell differenzierbar, stetige
partielle Differenzierbarkeit, 41

stetig, Stetigkeit einer Abbildung
(zwischen metrischen Rédumen),
20

Supremumsnorm, 3

Tangentialvektor (einer Kurve), 31
Taylorformel
eindimensional, 46
mehrdimensional, 47
Topologie, 18
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total beschrénkt, totale Beschréanktheit
einer Menge (in einem
metrischen Raum), 22

total differenzierbar, totale
Differenzierbarkeit, 38

translationsinvariant,
Translationsinvarianz (einer
Metrik), 12

Umparametrisierung (einer Kurve), 35
Unterteilung (eines Intervalls), 32

Variation der Konstanten, 70, 84
Vektorfeld, 43

Wronski-Determinante, 91
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