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Teil 1.
Malf3- und Integrationstheorie

Das Riemann-Integral (oder das Integral von Regelfunktionen) ist eine gute Theorie fiir
stetige Funktionen und vertrigt sich gut mit der gleichméfigen Konvergenz von Funk-
tionenfolgen, passt aber nicht zur punktweisen Konvergenz. Zur Behandlung von allge-
meineren Funktionen wird also ein allgemeinerer Integralbegriff als das Riemann-Integral
gebraucht.

Das wesentliche Ziel der Integrationstheorie ist die Definition des Ausdrucks [ f fiir
eine hinreichend grofse Klasse von Funktionen, so dass fiir punktweise Konvergenz unter
moglichst allgemeinen Bedingungen gilt:

/ lim f, = lim [ f,.

n—o0 n—

AN

Die Tatsache, dass obige Einschrankungen (“hinreichend grofe Klasse”, “moglichst all-
gemein”) notwendig sind — man also nicht alle Funktionen integrieren kann und obige
Gleichung auch nicht fiir alle integrierbaren Funktionen gilt — zeigt die hochgradig nicht-
triviale Natur dieses Unterfangens.

Ein moglicher Zugang dazu ist das Daniell-Integral. Dort betrachtet man die Abbil-
dung f — [ f abstrakt als ein positives lineares Funktional von C(X) nach C und dehnt
dies direkt (als solche lineare Abbildung) auf eine moglichst grofe Klasse von Funktionen
f: X — C aus. Wir werden uns stattdessen aber vornehmlich mit dem Lebesgue-Integral
beschaftigen. Beide Zugénge zu einem allgemeineren Integral liefern im Endeffekt aqui-
valente Theorien; wir werden auf die Verkniipfung dieser beiden Gesichtspunkte spater
beim Rieszschen Darstellungssatz eingehen.

Beim Zugang von Lebesgue geht man zur Definition des Integrals zuriick und reduziert
letztendlich alles auf Integrale tiber charakteristische Funktionen. Fir A = [a, b] ist das

Integral
b
/1A(x)dx—/ ldz=b—a

ein “Maf” fiir die Grofe von A.! Statt der Linge von A werden wir auch allgemeinere
"Mafe” p zulassen und dann aus der Kenntnis von p(A) = [1,du fiir moglichst viele
Mengen A die Integrale [ fdpu beziiglich des Mafes p fiir moglichst viele Funktionen f
bestimmen.

Ein wesentlicher Teil der Theorie in diesem Lebesgueschen Zugang zur Integrations-
theorie wird somit darin bestehen, Mafe allgemein zu verstehen und insbesondere auch
zu konstruieren.

1Sei A eine Teilmenge einer Menge X. Die charakteristische Funktion von A in X ist

1, z€A,

1a:X = {0,1}, zs
4 0.1}, e {O, x ¢ A.



1. Abstrakte Integration aus gegebenem Mafs

1.1. o0-Algebren und Mafie

Ein “Maf” A soll die Gréfke von Mengen messen, so dass es sich sinnvoll verhélt beziiglich
den kanonischen Operationen und Approximationen. Fiir ein Intervall I = [a,b] C R
ist beispielsweise A\(/) = b — a die Lange des Intervalls, aber wir brauchen A\ auch fiir
Mengen, die aus Intervallen durch kanonische Operationen konstruiert werden koénnen.
Typischerweise kann man Mafe nicht auf allen Mengen definieren. Der Definitionsbereich
von Mafen heifit o-Algebra.

Definition 1.1. Sei X eine Menge.

(1) Eine o-Algebra 2 auf X ist eine Teilmenge von Pot(X) := {A | A C X'} mit folgen-
den Eigenschaften:

(i) X e
(ii) Ist A € 2, so gilt auch A® € .2
(iii) Ist A, € 2 fiir alle n € N, so gilt auch J,,oy An € A.?

(2) Ein (positives) Maf auf einer o-Algebra 2l ist eine Funktion p : 2 — [0, 00] mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt u(0) = 0.
(ii) p ist o-additiv: Sind A,, € 2 (n € N) paarweise disjunkt?, so gilt

H (U An) = ZM(ATL)'S

(3) Ein messbarer Raum ist ein Paar (X,2d) bestehend aus einer Menge X und einer
o-Algebra 2 auf X. Die Elemente von 2 heiffen messbare Mengen.

(4) Ein Mafraum (X, 2, 1) hat zusétzlich ein Maf p auf 2.

Bemerkung 1.2. (0) Im Englischen nennt man 2 “o-algebra” oder “o-field”, p “mea-
sure”, (X, ) “measurable space” und (X, 2, 1) “measure space”.

(1) Wesentlich ist, dass in der Definition von o-Algebra und Mak abzéhlbare Vereini-
gungen erlaubt sind. Hierbei steht “¢” fiir “abzahlbar”.

(2) Der Ausdruck > >, u(A,) € [0, 00] ist immer definiert, da alle Terme nicht-negativ
sind.

(3) Es ist sinnvoll auch p(A) = oo fiir gewisse A zuzulassen: Zum Beispiel ist die Lange
des Intervalls [a, c0) unendlich.

(4) Triviale Beispiele fiir o-Algebren sind 2 = {0}, X'} und 2 = Pot(X).

ZHierbei bezeichnet A¢ := {z € X |z ¢ A} das Komplement von A in X. Zusammen mit der ersten
Eigenschaft folgt daraus, dass jede o-Algebra die leere Menge () = X°© enthélt.

3Mit den Regeln von de Morgan folgt auch die Abgeschlossenheit unter abzihlbaren Durchschnitten.

“Eine Familie (A;);e; von Mengen ist paarweise disjunkt, falls A;NA; = () fiir alle 4,5 € I mit i # j gilt.

®Insbesondere folgt daraus u(A) < p(B) im Fall A C B.
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(5) Sei F eine Familie von Teilmengen von X. Dann definieren wir

o(F) = ﬂ 2
A o—Algebra
FCu

und nennen o(F) die von F erzeugte o-Algebra. Insbesondere ist o(F) die kleinste
o-Algebra, die F enthalt.
Fiir F = {[a,b] : a,b € R} ist die Borel-o-Algebra 6 := o(F) die kleinste o-Algebra,

die alle Intervalle enthélt. Thre Elemente heifsen Borelmengen.

(6) Nichttriviale o-Algebren sind normalerweise recht abstrakte Objekte, zum Beispiel
gibt es keine explizite Beschreibung einer allgemeinen Borelmenge A € 83.

(7) Im Augenblick wissen wir noch nicht, wie wir nicht-triviale Mafe konstruieren kon-
nen; zum Beispiel ist es nicht klar, wie wir A (als Funktion, die reellen Intervallen
ihre Lénge zuordnet) zu beliebigen Borelmengen fortsetzen konnen. Im Augenblick
nehmen wir ein Maf als gegeben an. Im néchsten Kapitel kommen wir auf das
Problem der Konstruktion eines Mafles zuriick.

(8) Die o-Additivitdt eines Males entspricht einer Stetigkeitseigenschaft, wie wir im
Folgenden sehen werden.

Notation 1.3. Seien A, C X fiir alle n € N und A C X. Dann schreiben wir A, " A,
falls

A CACAC... wmd A=[]A,

n=1

beziehungsweise A, \, A, falls

A DA, D A3 D ... und A:ﬂAn.

n=1

Satz 1.4. Sei p ein Mak auf einer o-Algebra 2 und betrachte A, A,, € 2 fiir n € N. Dann
gilt:

(1) Aus A,, & A folgt lim,, oo pu(A,) = p(A).
(2) Gilt A, ¢ A und p(A4,) < oo fiir alle n € N, so folgt lim, oo p(A4,) = p(A).

Beweis. Ubung. [



1.2. Messbare Funktionen

Definition 1.5. Seien (X,2() und (Y,91) messbare Rdume. Eine Abbildung f: X — Y
heifit messbar, falls f~1(M) € 2 fiir alle M € M.°

Satz 1.6. Sei M = o(F) fiir F C Pot(Y). Dann ist f : X — Y genau dann messbar,
falls f~1(F) € U fiir alle F' € F.

Beweis. Wenn f messbar ist, gilt f~1(F) € 2 fiir alle F' € M = o(F), also sicherlich
auch fiir alle F' € F C o(F).
Andererseits gelte f~1(F) € 2 fiir alle F' € F. Setze

N:={NCY|f(N)ed}.

Dann gilt F C 9. Es reicht zu zeigen, dass 91 eine o-Algebra ist, denn dann folgt direkt
N D o(F) = M (weil o(F) die kleinste o-Algebra ist, die F enthélt) und somit gilt
f7HM) € U fiir alle M € 9 C N; also ist f messbar.

Um zu zeigen, dass I eine o-Algebra ist, iberpriifen wir die Axiome:

(i) AusY CY und f71(Y) = X € 2 folgt Y € M.
(ii) Sei N € M, dann gilt f~*(N) € 2A. Da 2 ein o-Algebra ist, folgt N© € 0N aus

FTEN) ={z e X | flx) ¢ N} = (f1 (V) e,

(iii) Sei N, € M fiir alle n € N, dann gilt f~'(V,) € 2 fiir alle n. Da 2 ein o-Algebra
ist, folgt mit den Eigenschaften des Urbilds (J,, .y Vs € O aus

o (U Nn) =J ') e 0

neN neN

Oft (insbesondere fiir Y € {R,C}) sind die betrachteten o-Algebren durch eine Topo-
logie gegeben.

Definition 1.7. Sei X eine Menge.

(1) Eine Topologie T auf X ist eine Teilmenge 7 C Pot(X) mit folgenden Eigenschaften:
(a) DeTund X € 7.
(b) Sind Uy, ...,U, € 7, so gilt auch "}, U; € 7.
(c) Ist U; € 7 fiir alle @ € I, wobei I eine beliebige Indexmenge ist, so gilt auch
Uier Ui € 7.
Die Mengen in 7 heifien offene Mengen,” das Tupel (X, 7) heift topologischer Raum.

(2) Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rédumen (X, 7x) und
(Y, 7v) heikt stetig, falls f~(U) € 7x fiir alle U € 7y.

(3) Sei (X,7) ein topologischer Raum. Die von 7 erzeugte o-Algebra o(7) heift die
o-Algebra der Borelmengen in X.
SHierbei ist f~1(M) :={x € X | f(z) € M} das Urbild von M.
"Wie in metrischen Riumen sind endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen also
wieder offen. Insbesondere bilden die offenen Mengen eines metrischen Raumes eine Topologie.

7



Konvention 1.8. Im Folgenden betrachten wir Y € {R, C,R™, C"} immer als messbaren
Raum mit der Borel-o-Algebra B = o(7) beziiglich der kanonischen Topologie T auf Y.*

Korollar 1.9. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann ist jede stetige Funktion f : X —
R messbar.

Beweis. Die Topologie auf R ist die o-Algebra B, die von den offenen Mengen in R
erzeugt wird. Sei also V' C R offen. Da f stetig ist, ist auch f~}(V) offen, also gilt
fYV) €1 Co(r). Laut Satz 1.6 ist f somit messbar. O

Satz 1.10. Sei 7 die kanonische Topologie auf R.

(1) Jede offene Menge in R ist eine abzéhlbare Vereinigung von offenen Intervallen.

(2) Es gilt
B :=o(1) = ?({(a,b) |a < b}),: o({(a,0) | @ € R}) :?({[a, o) | € R})}
—o1 —ir2 —3
Beweis. (1) Sei V C R offen und 24, 29, ... die (abzéhlbar vielen) rationalen Punkte in

V. Da V offen ist, gibt es zu jedem x; € V' ein maximales offenes Intervall U; mit
z; € U; C U. Dann gilt V' = J, U;, denn fiir beliebiges + € U gibt es ein ¢ > 0
mit (z —e,x + &) C U. Dann existiert aber auch ein z; € (z — e,z + €). Da U;
maximal gewéhlt wurde, folgt x € (v — e, 2 + &) C U;. Folglich ist V' die abzahlbare
Vereinigung der U;.

(2) Laut dem vorherigen Teil wird B als o-Algebra erzeugt von den drei Familien
{(a,b) [a<b}, {(a,00)|weR} und {(—oo,a)[aecR}

von offenen Intervallen. Wegen (—oo,a) = [a,00)¢ reicht es also die Gleichheit
01 = 09 = 03 7ZU zeigen:

(i) Es gilt o3 C 0y wegen

[, 00) = (—00, ) = (U (—n,a)) fir alle o €R.

neN

(ii) Es gilt o9 C 03 wegen
(aoo)—U Oz—i-loo fir alle a€R
) - n: .
(iii) Es gilt o1 C 09 wegen
1 C
(a,5) = (a,00) (1 (=00, b) = (a,00) N [b, 50)° = (a,50) 1 (ﬂ (b— —,oo)>

neN

fiir alle a,b € R mit a < b. O

8Da auf Y alle Normen #quivalent sind, erhilt man unabhingig von der Wahl der Norm immer die
gleiche induzierte Topologie.



Korollar 1.11. Sei (X,2() ein messbarer Raum und f : X — R. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1

f ist messbar.

) f
(2) {zx e X | f(x) >a} = f[a,00)) € A fiir alle a € R.

B) {zr e X | f(x)>a}=f1(a,0)) € A fiir alle a € R.

(4) {zre X | f(zx) <a}=f1((—o0,a)) € 2 fiir alle o € R.

Beweis. Folgt aus Satz 1.6 und Satz 1.10. [
Satz 1.12. Seien f,g: X — R messbar. Dann sind auch f + g und f - g messbar.

Beweis. Die Messbarkeitsbedingung f(x)+ g(z) < « fihrt auf f(z) < a — g(z), das heift
es existiert ein 7 € Q mit f(z) <r < a — g(x). Somit ist

{J:EX\f(x)+g(x)<a}:U\{xEX|f(x)<r}ﬂ{x€X\g(x)<a—r}/,

reQ e e

also gilt {x € X | f(z) + g(x) < a} € A fiir alle @« € R, damit ist f + g messbar. Der
Beweis fiir das Produkt f - g funktioniert analog. m

Konvention 1.13. Fiir reellwertige Funktionen wollen wir auch +oco als Funktionswerte
zulassen, das heifit wir betrachten R := [—00, 00| := RU {—00, +0o0} und versehen R mit
einer o-Algebra

BR) = c({[o,00] | @ € R}) = 7({(, 0] | & € R}).

Somit ist f : (X,2) — R genau dann messbar, wenn {z | f(z) > o} € 2 fiir alle a € R.
Die topologischen Begriffe (Grenzwerte, sup, inf) sind _auf R in offensichtlicher Weise
definiert mit der Konvention —oo < 2 < oo fiir alle z € R.

Satz 1.14. Seien f, : X — R fiir n € N eine Folge von messbaren Funktionen. Dann
sind auch sup,cy fn, infpen fn, imsup,,cy fn und liminf,cy f,, als Funktionen X — R
alle messbar. Insbesondere gilt: Fiir eine punktweise konvergente Folge von messbaren
Funktionen (f,,)nen ist auch der Grenzwert f = lim,,cy f,, messbar.

Beweis. Zuerst wollen wir den Nachweis bringen, dass sup,,cy f, messbar ist. Sei dazu

a € R, dann ist
{x|supfn >oz} U >a}

neN
EQ[

also ist sup,,cy fn, messbar. Der Nachweis fiir inf,cy f,, funktioniert analog. Weiter gilt
lim sup,,ey frn = infpen Supys,, fr, damit ist auch lim sup,,cy f,, messbar. Der Nachweis fiir
liminf, cy f,, funktioniert analog. m

Notation 1.15. Sei A eine Teilmenge einer Menge X. Die charakteristische Funktion 14
(oder auch x4) von A in X ist

1, x€A
14a: X —{0,1}, x—< ’
A 0.1} {O, x ¢ A.

9



Die charakteristische Funktion 1, einer Menge A ist genau dann messbar, wenn A
messbar ist.

Definition 1.16. Eine Funktion s : X — R heift einfach (oder auch Elementarfunktion),
falls sie messbar ist und ihr Wertebereich nur aus endlich vielen Punkten besteht, das heifit

n
§ = E a;la,
i=1

fir n € N, aq,...,a, € R und paarweise disjunkte messbare A;,..., A, C X.

Summen, Differenzen und Produkte von einfachen Funktionen sind jeweils wieder ein-
fache Funktionen.

Satz 1.17. Sei f : X — [0, 00| eine messbare Funktion. Dann gibt es einfache Funktionen
Sy 0 X — R mit

(a) 0<s1<sy<...<fund
(b) lim, 00 sp(z) = f(z) fir alle x € X.
Beweis. Ist n € N gegeben, so definieren wir
Enpi=f""([k-27"(k+1)-27"]) fir k=0,1,...,n-2"—1

und
Eypon 1= fﬁl([n,oo)) fuir k=mn-2".

Die Funktionen

erfiillen dann die Anforderungen. m

1.3. Integral fiir positive Funktionen
Bemerkung 1.18. (1) Die Strategie zur Definition des Integrals:

(i) Fiir charakteristische Funktionen 14 erkléren wir das Integral von 14 durch
[ 1adp = p(A).
(ii) Fiir einfache Funktionen erkliaren wir das Integral durch

[ atndu=3ar [ 1adn=Y an).
i=1 i=1 i=1
(iii) Fiir messbare Funktionen wollen wir einen Integralbegriff definieren, der

/ lim s,dp = lim [ s,du

n—oo n—o0

leistet.
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Im Schritt von charakteristischen Funktionen zu einfachen Funktionen miissen wir
uns liberlegen, dass aus

Zﬁjlgj =5= Z a;14, schon Zﬁj,u(Bj) = Zai,u(Ai)
j=1 i=1 j=1 i=1

folgt. Das ist einfach zu sehen.

Im Schritt von einfachen Funktionen zu messbaren Funktionen miissen wir sicher-
stellen, dass aus

n—oo n—o0

lim s, = f = lim ¢, schon lim [ s,dy = lim / t, du
n—oo n—oo

folgt. Das ist nicht offensichtlich, daher definieren wir das Integral etwas anders und
betrachten Konvergenzeigenschaften spéter.

(2) Um Problemen mit co — 0o aus dem Weg zu gehen, betrachten wir zunéchst f > 0,
spater betrachten wir dann den allgemeinen Fall.

Konvention. Im Folgenden sei (X, 2, 1) ein Mafraum.

Definition 1.19 (Lebesgue-Integral). (1) Sei s : X — [0,00) eine einfache Funktion,
etwa s = > a;la, fir A; € A und o; € [0,00) fiir alle 4, sowie £ € 2, dann
definieren wir

/ sdu = Zai/ 1a, dp = Z%‘M(Ai NE) e [0,00],
E i=1 E i=1

wobei wir die Konvention 0 - co = 0 verwenden.

(2) Fiir eine messbare Funktion f : X — [0, 00] und E € 2 definieren wir das Lebesgue-
Integral von f iiber E durch

/Ef(ﬂli)d/ﬁ(x):/Efd,u:: sup /Esdue[o,oo].

s einfach
0<s<f

Bemerkung 1.20. (1) Fir einfache s : X — [0, 00) stimmen die beiden Definitionen
aus Definition 1.19 {iberein. Falls s ndmlich einfach ist, ist

/sd,u: sup /éd,u.
E 5 einfach J E

0<5<s

Dies sieht man folgendermafien: Da s eine giiltige Wahl fiir s ist, gilt

/ sdp < sup / sdu.
E § einfach J E
<s<

0<5<s

Ist andererseits § < s, so gilt [, §du < [ sdu: Da § und s einfach sind und 5 < s
gilt, konnen wir schreiben

n n
s = E a;ly, sowie s = E Bila,
i—1 i=1

fiir A; € A paarweise disjunkt und 0 < o; < 3; < oo fiir alle 7; damit gilt

/ sdp = Z%M(AiﬂE) < ZﬁiM(Az‘ NE) = / sdp.
E i=1 i=1 E

11



(2) Auch fiir s =Y " | oyls, mit A; € A paarweise disjunkt und 0 < o; < oo fiir alle 4

gilt
/ sdp = Z%‘M(Ai NE),
E i=1

wobei oo - 0 = 0.
Satz 1.21. Seien f,g: X — [0, 00] messbar und A, B, E' € 2(. Dann gilt:
(i) Aus f < g folgt [, fdu < [, gdp.
(ii) Aus A C B folgt [, fdu < [, fdp.

(iii) Fir alle Konstanten ¢ € [0, o] gilt fE cfdu = cfE fdu.

i)
)
(iv) Aus f(z) =0 fiir alle 2 € E folgt [, fdu =0 (auch falls u(E) = o).
(v) Aus pu(FE) = 0 folgt fE fdu =0 (auch falls f(z) = co fiir alle x € F).
(vi) Esist [, fdu= [y 1efdp.

Beweis. Alle Aussagen sind direkte Folgerungen aus der Definition. Exemplarisch wollen
wir einige Aussagen zeigen, die restlichen seien zur Ubung iiberlassen.

(i) Jedes einfache s mit 0 < s < f erfiillt auch 0 < s < g.

(ii) Zunéchst sei f = s einfach, also s = > | a;14,. Fiir das Integral von s gilt

/ sdu = Zaiu(AﬂAi) < Z%M(Bﬁ/li) = / sdpu
A i=1 i=1 B

wegen ANA; C BN A; und der Monotonieeigenschaft des Mafes. Sei f nun messbar.
Fiir das Integral gilt dann

/fdu— sup /sdug sup /sd,u:/fd,u
s emfach A s einfach J B B
0<s<f

wegen der Abschitzung [ 4 5du < i) g Sdu fiir alle einfachen s.

(iv) Sei f = 0 auf E. Dann erfiillt jedes einfache s mit 0 < s < f schon s = 0 auf E,
das heifst fiir solches s gilt

/sd,u: Zaiu(AiﬂE) =0,
& i=1

da entweder A; N E = () oder A; N E # (), aber deshalb schon a; = 0 da s(z) =0
fiir alle # € E. Dann ist auch [, fdu =sup0 = 0. O

Bemerkung 1.22. Die Linearitit des Integrals, also

[E(erg)du:/EfduvL/Egdu,

ist nach Definition zwar klar fiir einfache f, g : X — [0, 00), allerdings nicht fiir beliebige
messbare Funktionen f,g: X — [0, 00]. Dies werden wir erst spéter zeigen konnen.
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Proposition 1.23. Sei s : X — [0, 00) eine einfache Funktion. Fiir £ € A setze

wm:éww

Dann ist ¢ ein Maf auf 2. Insbesondere gilt fir F,, € 2 (n € N):
E, "E = sdu—)/sdu.
En E

Beweis. Da wir eine positive einfache Funktion integrieren gilt ¢(2() C [0, 00] und aus
Satz 1.21 (v) folgt ¢() = 0. Fiir die o-Additivitit seien E; € 2 paarweise disjunkt. Setze
E:=;Z, Ejund sei s = 37| a;ly,. Dann gilt

p(E) = /ESdM = apu(ANE) = Z@iﬂ <U(A@- n Ej))

i=1 j=1

=> ;Y p(AiNEy)
i=1 j=1

j=1 i=1

= d
=> o(E)),
j=1

also ist ¢ ein Mafs. Damit ist der zweite Teil der Proposition klar aus der Stetigkeit des
Mafles in Satz 1.4. ]

Satz 1.24 (von der monotonen Konvergenz’). Sei (f,)nen eine Folge von messbaren
Funktionen auf X mit

(a) 0< fi(x) < fo(z) < ... < oo fiir alle z € X und
(b) lim, 00 fu(z) = f(z) fir alle x € X.

Dann ist f messbar und es gilt

lim fndu:/ fdp.
X X

n—o0

Beweis. Die Grenzfunktion f ist messbar nach Satz 1.14. Nach Satz 1.21 wissen wir, dass

aus f, < fne1 schon
[ i< [ s
X X

folgt, also ist ([ fn dpt)nen eine monoton wachsende Folge in [0, co]. Somit existiert also
a € [0,00], so dass fX fndp — . Aus f, < f folgt fX fodu < fod,u fiir alle n € N und
damit im Grenzwert n — oo

n—o0

lim fndu:ag/fdu.
X X

9 Auch bekannt als Satz von Beppo Levi oder im Englischen “Lebesgue Monotone Convergence Theorem?”.
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Fiir die andere Ungleichung betrachte ein einfaches s mit 0 < s < f. Fixiere ¢ € (0,1)
und setze E, := {x € X | f,(x) > ecs(x)} fiir n € N. Dann gilt:

o F, 2 fir alle n € N.
® ElgEgg(daflngS)

o X =J 2, E,. Sei dazu z € X. Falls f(z) = 0, dann ist auch s(z) =0 und z € E,
fir alle n € N. Ist hingegen f(z) > 0, dann ist cs(z) < f(z). Da f,, — f gibt es nun
ein n € N mit es(z) < f.(x), also folgt x € E,.

Somit gilt F,, X, also

/fnduZ fndMZ/ csdu:c/ sdpu.
X En . .

Fiir den Grenzwert n — oo erhalten wir laut Proposition 1.23 fiir alle ¢ < 1

a = lim frndp > c lim sd,u:c/sdu,
s En b's

n—oo n—oo
also auch a > [ « s dp fiir alle einfachen s mit 0 < s < f. Aber dann gilt

a > sup /sd,u:/fdu,
s einfach J X X
0<s<f

SEAS

also insgesamt lim,, o [, fudp =a = [, fdpu. O
Korollar 1.25. (1) Seien f,g: X — [0, 00] messbar. Dann gilt

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

(2) Seien f, : X — [0, 00] messbar fiir alle n € N. Dann gilt

/Xg:lfndﬂzg/xfndu-

(3) Sei f: X — [0, 00] messbar, dann ist ein MaR auf 2 gegeben durch E — [, f dy.

Beweis. (1) Seien f,g > 0 messbar. In Satz 1.14 haben wir gesehen, dass es einfache
Funktionen s, und t, gibt mit s,  f und ¢,  g. Dann ist s, + ¢, wieder eine
einfache Funktion und es gilt s, +t, / f 4+ g. Dann gilt

/(f+g)du= lim /(Sn—f'tn)d,u
X n—oo X

= lim Spdp + lim/tnd,u:/ fdu—l—/gdu.
(2) Ahnlich.
(3) Folgt aus (2). O

Lemma 1.26 (Fatou). Seien f, : X — [0, 00] fiir n € N messbar. Dann gilt

/ (hminffn du<11m1nf/ fndu.
b's

n—oo

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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1.4. Integrierbare Funktionen
Notation 1.27. Betrachte nun f : X — C. Wir zerlegen die Funktion geméf

f=h+ife=" - )+l - )
wobei f1 := Re(f), fo :=Im(f) und fiir g : X — R definieren wir
gt :=max(g,0) >0 sowie ¢~ :=—min(g,0) >0,

also g = g* — g~. Die Funktion f : X — C ist genau dann messbar, wenn f;", f;, fo und
f5 als Funktionen : X — [0, 00) messbar sind.

Definition 1.28. (1) Eine messbare Funktion f : X — C heifst (Lebesgue- )integrierbar,

falls
/ |fldp < .
X

Wir definieren dann das Integral als

[ ran= (/ffdu—/f;du) +i(/f;du—f;du) eC

(2) Wir setzen
L'Y(u) == {f : X — C| f ist integrierbar} .

Bemerkung 1.29. (1) Wenn f messbar ist, dann ist auch |f| messbar.
(2) Esgilt 0 < fi" < |f], das heift

os/frdus/|f|du<oo falls £ e L'().

Analog fiir die anderen Integrale. Damit ist [ fdp € C fiir f € L(u).

Proposition 1.30. L'(u) ist ein komplexer Vektorraum, das heift fiir f,g € L'(x) und
a, 3 € C gilt auch af + Bg € L'(u). Auberdem ist die Integration eine lineare Abbildung:

Jer+sgdu=a [ran+s [gan
Beweis. Wenn f und g messbar sind, dann auch af + Sg nach Satz 1.12, weiterhin gilt
J1az + 3glan < [(al- 111+ 181 1ol) dn = o] [ 1f1du+15] [lgldn < o0

laut Satz 1.21 und Korollar 1.25. Somit ist a.f + fg integrierbar. Die Linearitét folgt durch
Nachrechnen aus der Linearitdt fiir positive Funktionen geméfs Korollar 1.25 (vergleiche
etwa [Els18, Satz 3.6]). O

’/deu‘ < [ 17w
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Beweis. Sei v € C mit |a| =1 so, dass

ofron|f 1o

Wegen | [f du’ € R erhalten wir dann

fdul=a [ fdu= [ afdu=Re| [ afdu) = [ Re(af)du < [|af[du
[ =a[ran=faran=re(fora)- | /
Z/\f!du- O

Satz 1.32 (von der majorisierten Konvergenz'’). Sei (f,)nen eine Folge von messbaren
Funktionen f, : X — C, so dass der punktweise Grenzwert f(x) := lim,,_, f,(x) fiir alle
x € X existiert. Falls es eine nicht-negative Funktion g € L'(x) gibt mit

|fu(z)] < g(x) firalle neN undalle zeX,
dann gilt f,,, f € L'(u) und

lim /|fn—f|d,u:O sowie lim fndﬂ:/fd,u.

Beweis. Die Funktion f ist messbar nach Satz 1.14. Es gilt | f,,(x)| < g(z) fiir alle n € N,
und somit

[inaans [ g@an <o

da g € L'(p). Damit sind die f, € L'(u). Weiterhin gilt |f(x)|] < g(z), also auch f €
L'(p). Es folgt

[fo = I < 1ful + £ < 29,
also 29 — | f, — f| = 0. Mit Fatou (Lemma 1.26) erhalten wir die Abschétzung

[ timint(zg ~ 1f, £ ap < imit [ (29~ 15, - £)an
X\n_ﬂ)o ., n—oo X

=2g

also

/2gd,u§liminf (/ diu—/|fn—f|du> :/ diu—limsup/|fn—f|du-
X n—oo X X n—o0 X

Da [, gdu < oo erhalten wir daraus

Ogliminf/]fn—f\du§1imsup/|fn—f|du§0,

n—oo

also

n—oo

iimsup [ 17, = fldp = timint [ |f,~ fldu=0,
X n—oo X

das heift insbesondere existiert der Grenzwert und es gilt lim, o [ | fo—fldp = 0.

Somit folgt
/andﬂ—/xfdu'z /X<f”_f>d”‘§/X|fn—f!du”_’—°°>o’

also limn_mUX frndp — fX fd,u‘ = 0 und daher lim,,_, fX fodu = fX fdu. O

10Tm Englischen auch “Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem”.

0<
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Bemerkung 1.33. (1) Die Konvergenz lim, o [y|fn — f|dp = 0 ist die angemessene
in L'(1). Die Definition
141, = [ 1f1du
X

liefert fast eine Norm auf L'(u), welche diesen zu einem Banachraum macht. Mehr
dazu spater.

(2) Damit || f||, eine Norm auf L'(x) liefert brauchen wir, dass aus || ||, = 0 schon f =0
folgt; aber charakteristische Funktionen f = 1,4 fiir A € 2 mit u(A) = 0 verletzen
diese Bedingung. Daher werden wir in L'(y) Funktionen identifizieren, falls sie sich
nur auf Mengen A mit p(A) = 0 unterscheiden:

f~g e p({o] flz) #g(x)}) =0.

Der Raum L'(p) ist dann die Menge der Aquivalenzklassen von Funktionen beziig-
lich ~.

Definition 1.34. (1) Eine Menge M mit u(M) = 0 heift Nullmenge (beztiglich p).

(2) Eine Eigenschaft F gilt fast dberall (abgekiirzt f.d.), falls M = {z | =E(x)} eine
Nullmenge ist.

Eine Eigenschaft gilt also fast iiberall, wenn sie nur auf einer Nullmenge verletzt ist.
Insbesondere gilt

o [ = g fast tiberall, falls p({z | f(z) # g(x)}) = 0 und

o f, — f fast iiberall, falls p({z | fu(z) % f(x)}) =0.

Bemerkung 1.35. (1) Im Englischen sagt man “almost everywhere” fiir “fast iiberall”,
dementsprechend verwendet man a.e. statt f.i. als Abkiirzung.

(2) Gilt f = g fast iiberall, so folgt [, fdu = [,gdu fir alle E € 2, denn nach
Voraussetzung gilt u(N) =0 fir N := {z | f(x) # g(x)}, also

/fduz fdp+ fduz/ gdu+/ gduz/gdu,
E E\N ENN E\N ENN E
—— S———

=0 =0

da p(ENN)=0.
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2. Konstruktion von Mafsen

2.1. AuReres Maf

Definition 2.1. (1) Eine Algebra von Mengen (oder auch Mengenalgebra) auf einer
Menge X ist eine nicht-leere Familie 2l C Pot(X) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Aus A,B € A folgt AUB € 2.
(i) Aus A € A folgt A° € 2.

(2) Ein Primaf'' auf einer Algebra 2l ist eine Funktion p : 2 — [0, 0o] mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Es gilt pu(0) = 0.
(ii) p ist o-additiv: Sind A, € A (n € N) paarweise disjunkt mit [ J >, A, € A, so

gilt
n=1 i=1
Bemerkung 2.2. (1) Ist 2 eine Algebra, so existiert A € 20 da 2 nicht-leer ist. Somit
gilt X =AU A€ und ) = X° el

(2) Algebren und Pramafe sind (im Gegensatz zu o-Algebren und Mafen) recht einfach
und explizit zu konstruieren.

Beispiel 2.3. Sei X = R, dann ist
2 := {A CR| A ist Vereinigung von endlich vielen Intervallen}

eine Algebra auf X und

pe A —[0,00], A= U Iy — u(A) = ZLéinge(Ik)
k=1 k=1

ist ein Pramaf auf 2 (hierbei steht ] fiir eine disjunkte Vereinigung). Der Beweis ist eine
Ubungsaufgabe.

Definition 2.4. Sei p ein Prédmaf auf einer Algebra 2 C Pot(X). Wir definieren dann
fir alle £ C X

p*(E) := inf {Z p(Ay) : A, € A fiir allen € Nund E C | An}
n=1 n=1
und nennen p* das von p induzierte dufiere Mafs.
Proposition 2.5. Das duftere Maf p* hat die folgenden Eigenschaften:

(i) Es gilt p*(0) = 0.

(ii) Aus A C B folgt u*(A) < pu*(B). (Monotonie)
(iii) Es gilt p*(Us—; En) <D o0 1" (Ey). (Subadditivitét)
(iv) Es gilt pu*(A) = p(A) fiir alle A € 2L

HEnglisch: “pre-measure” oder “measure on an algebra’.
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Beweis. (i) Klar.
(i) Klar.

(iii) Sei £ = J.~, E,. Falls u*(E,) = oo fiir ein n € N gilt, dann ist die Behauptung klar,
da dann auf der rechten Seite der Ungleichung oo steht. Wir kénnen also annehmen,
dass p*(E,) < oo fiir alle n € N.

Sei & > 0. Fiir alle n € N gibt es dann 4™, AV, .. € 2 mit

E,c| |A™ wd u*(E,) > Ay _ £
_L:J1 u();u(z)zn
Es folgt
E=JE. cJlJAa",
n=1 neNi=1
also .
pHE) <N pAM) <> (B + e,
neN =1 neN
mit € \, 0 erhalten wir p*(E) < Y 1 (Ey).
(iv) Ubung.' O

2.2. Einschrankung des dufieren Mafies zu einem Maf}

Definition 2.6. Eine Menge F C X heilt messbar beziglich p*, falls fiir alle A C X gilt:
p(A) = p (AN E) 4+ p (AN E).
Wir setzen
M, = {F C X | I ist messbar beziiglich ;*} und = "o,

Satz 2.7. Es gilt:

(1) 91, ist eine o-Algebra.

(2) i ist ein Maf auf 9,

(3) ACM,.

Beweis. (1) Wir iiberpriifen fiir 9, die Axiome einer o-Algebra:

(i) Es gilt 0 € M, wegen
p(A) =04 p" (A) = p (AN0) + p (ANX) = p (AN0) + p (ANPe).

(ii) Sei E € M, dann folgt E€ € M, direkt aus der Definition von 9M,,.

12Man beachte, dass fiir diesen Teil die o-Additivitdt des Pramafes benotigt wird.
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(iii) Wir betrachten zunéchst endliche Vereinigungen: Seien Ey, Ey» € 9, zu zeigen
ist dann, dass £y U Ey € M, Mit der Subadditivitét gilt
(AN (Ey U Ey)) 4 (AN (Ey U Ey)°)
= ((ANEy) U (AN EiNES)) + (AN (Ef N ES))
< (AN Ey) + p (AN By N EY) + (AN EY N ES)
—u* (ANES) wegen E; €,
(AN Ey) + (AN E3)
h — 1 (A) wegen Eo€,, ”
= u(A).
Die Ungleichung in die andere Richtung folgt aus der Subadditivitdat von u*,
also gilt By U By € M.

Sei nun F, € M, fiir alle n € N, zu zeigen ist, dass E = |J, o € M.
Definiere E; := F; € 9, und

1—1 1—1 c i—1 C
Ei :F;\UEJ:FZQ<UEJ> = <ECUUE]> Gﬂﬁu fir alle ¢ > 1.
j=1 j=1 j=1
Dann ist (£, )nen eine paarweise disjunkte Folge in 9, mit £ = J, oy En.
Setze G, == ;_, Ei. Wegen E,, € M, gilt fiir alle A C X

P(ANG,) = p ((ANGa) N Ey) + 17 ((ANGy) N Ey)
= (ANE,) +u (ANG,_ 1),

also erhalten induktiv, dass
WANG,) = pw(ANE).
i=1

Wegen G, € M, und £° C G, folgt
p(A) = (ANG,) +u"(ANGE) > ' (ANG,) + (AN E°)
=Y W(ANE) + p* (AN E°).
i=1
Fiir n — oo gilt dann mit der Subadditivitét

WA 2 Y W(ANE) + (AN ES) 2 i (U

(AﬂEQ) + (AN E°)

=1

= it AmUEi) + (AN E°)
=1

= (ANE)+p (AN ES).

Somit gilt also
pr(A) Z p (AN E) + p (AN E°).

Die andere Richtung der Ungleichung folgt wieder aus der Subadditivitéat, also
gilt £ € IM,,.
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(2) Wir iiberpriifen fiir p* eingeschrénkt auf 91, die Axiome eines Mafes:
(i) p*(0) = 0 ist klar.

(ii) Zunéchst zeigen wir die endliche Additivitéat. Seien Ey, Ey € M, mit EyNEy =
(). Dann gilt

= 1 (E2) + p*(Ey).

Betrachte fiir die o-Additivitat nun E = (J;2, E; mit E; € 9, fir alle ¢ € N.
Mit der Monotonie des dulleren Males und der schon bewiesenen endlichen
Additivitat folgt

p(E) = p* (U Ez) > (U Ez) = ZM*(Ez)
i=1 i=1 i=1

Fiir n — oo gilt also N
wE) = ) (B,

Die andere Richtung folgt wieder aus é:; Subadditivitat, also ist
p(E) = ()

i=1
und p* ist ein Mafs auf 901,,.
(3) Sei E € A und A C X. Aus der Subadditivitét folgt direkt

p(A) < p(ANE) + p (AN E),

es bleibt die andere Ungleichung zu zeigen. Wir kénnen annehmen, dass p*(A) < oo,
andernfalls gilt die Ungleichung trivialerweise. Sei e > 0. Dann gibt es A1, Ay, ... € 2
mit

AC U A, und p*(A4) > Z,u(An) —¢.
n=1 n=1
Da p auf 2 additiv ist und wegen A,,, £ € 2 haben wir
1(An) = p(A, N E) + p(A, N ES).
Insgesamt erhalten wir also

pr(A) +¢e> iu(An NE)+ iu(/ln N E°)

i=1 n=1

> 1t (UA,mE) + (UAnmEC)
n=1 n=1
> (ANE)+ p (AN E°).
Dieses Argument gilt fiir jedes € > 0, also haben wir fiir £ \, 0
p(A) Z p (AN E) + p (AN ES).

Somit gilt auch die Gleichheit und es folgt £ € 9, fir alle £ € A und damit
ACM,. O
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Somit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.8 (Ausdehnungssatz von Carathéodory). Sei p ein Pramaf auf einer Algebra 2.
Dann ist die Einschrankung 1 des aufteren Mafses p* auf die beziiglich p* messbaren
Mengen 91, eine Ausdehnung von p auf eine o-Algebra, welche 2 enthalt.

Bemerkung 2.9. Im Allgemeinen ist 9, grofser als o(2(), aber nur ein wenig gréfser in
“guten” Fallen: Dann ist 9, die Vervollstandigung von o(2A) beziiglich p (bzw. genauer:
beziiglich des Mafes 7|, )-

Satz 2.10. Sei (X, 9, u) ein Mafraum. Setze
M:={ECX|IABcM: AC EC Bmit u(B\ A) =0}

und ji(E) := pu(A) in diesem Fall. Dann ist 9 eine o-Algebra und i ein MaR auf 90t.

Beweis. Nachrechnen, vergleiche etwa [Els18, Satz 6.3]. O

Definition 2.11. Der Mafraum (X, M, i) heifst die Vervollstindigung des Mafraums
(X, 0, ).

Definition 2.12. Ein Mafs x auf einem messbaren Raum (X, ) heift
(1) ein Wahrscheinlichkeitsmafs, falls p(X) = 1,
(ii) endlich, falls u(X) < oo; und
(iii) o-endlich, falls X = J,—, X,, fiir geeignete X,, € A mit p(X,) < oo fir alle n € N.

Bemerkung 2.13. (1) o-endliche Mafe sind die “guten”, nicht o-endliche Mafe haben
einige pathologische Eigenschaften.

(2) Falls i ein o-endliches Pramafl auf einer Algebra 2l ist, dann ist 901, die Vervoll-
standigung von o(2) beziiglich f.

2.3. Lebesgue-Mafs

Definition 2.14. (1) Die Anwendung des Ausdehnungssatzes Satz 2.8 auf das Bei-
spiel 2.3 ergibt das Lebesque-Mafs A auf R. Es ist definiert entweder auf den Bo-
relmengen B := o(7), oder auf der Vervollstandigung 91y, den Lebesque-messbaren
Mengen. Das Lebesgue-Maf A ist charakterisiert durch A([a,b]) = b — a (diese ein-
deutige Charakterisierung werden wir im néchsten Kapitel sehen).

(2) Das Lebesgue-Maf auf R* ergibt sich analog durch die Ausdehnung des Prima-
fses, welches einem k-dimensionalen Quader szl[ai, b;] sein Volumen Hle(bi —a;)
zuordnet.

Bemerkung 2.15. (1) Das Lebesgue-Maf A ist o-endlich auf R, da R = (J
und A([—n,n|) = 2n < oco.

nEN[_n’ TL]

(2) Man benétigt das Auswahlaxiom um zu zeigen:
(i) Es gibt nicht-messbare Mengen, also £ C R mit £ ¢ 9,.
(i) Es gilt B # M.
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Bemerkung 2.16. (1) Mit dem Lebesgue-Maf A auf 9, konnen wir dann auch Funk-
tionen f : R — R (oder R — C) integrieren. Der Zusammenhang zum Riemann-
Integral [ f(z)dz aus Analysis I ist gegeben durch

z)d\xz) = x)dz
@) lf()

fiir a,b € R mit a < b und Riemann-integrierbare beziehungsweise Regelfunktionen
f R — R. Fiir stetige Funktionen ist das eine Ubungsaufgabe.

(2) Aus dem Lebesgue-Maf A und einer “Dichte” g : R — [0, 00) (mit g messbar) kann
man sich ein neues Maf v auf 9, verschaffen geméft

o) = [ gla) dre),
A
sieche Ubung. Die Integration beziiglich v ist dann gegeben durch

[ t@ v = [ e ane).

Sind f und g Riemann-integrierbar, so gilt

x)dv(z) = x)g(x) dx.
| J@a Lf(M()
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3. Der Satz iiber monotone Klassen und die
Eindeutigkeit der Ausdehnung von Pramafsen

3.1. Satz uber monotone Klassen

Definition 3.1. Eine Klasse M von Teilmengen von X heift monoton, falls folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Fiir alle Ay, As,... € M mit A, " Agilt Ae M.
(i) Fir alle Ay, Ay, ... € M mit A4, \, A gilt A € M.

Notation 3.2. Sei F eine Familie von Teilmengen von X. Dann bezeichnen wir mit

o(F):= ﬂ 2

FCu
A o-Algebra
die von F erzeugte o-Algebra und mit
M(F) = N M
FCM

M monotone Klasse

die von F erzeugte monotone Klasse.

Bemerkung 3.3. (1) Die Potenzmenge Pot(X) ist eine monotone Klasse, der Schnitt
ist also nichtleer. Man iiberzeugt sich leicht, dass der Durchschnitt iiber monotone
Klassen wieder eine monotone Klasse ist. Somit ist M(F) die kleinste monotone
Klasse, welche F enthalt.

(2) Eine o-Algebra ist immer auch eine monotone Klasse, das heiftt M(F) C o(F).

(3) Eine Algebra &, die gleichzeitig eine monotone Klasse ist, ist schon eine o-Algebra.
Seien dazu Ay, Ay, ... € & und setze B, := |J;_, A;. Dann gilt B, 7 J;2, 4; und
weil & monoton ist, folgt [J;~, A; € 6.

Satz 3.4 (iiber monotone Klassen). Sei 2 eine Algebra.
(1) Es gilt o(A) = M().
(2) Ist M eine monotone Klasse mit 2 C M, so folgt o(A) C M.

Beweis. (1) Setze & := M(2l). Wir zeigen nun, dass & eine o-Algebra ist, dann gilt
nédmlich () C &, die andere Inklusion gilt nach Bemerkung 3.3 (2), was dann
o) = M(2) zeigt. Nach Bemerkung 3.3 (3) gentigt nun zu zeigen, dass & eine
Algebra ist, weil & bereits eine monotone Klasse ist.

Wir miissen also zeigen, dass G unter Vereinigung und Komplementbildung abge-
schlossen ist. Betrachte zunéchst die Vereinigung. In & fixiere zunéchst ein A € 2
und setze

C(A):={BecG|AUBcG&}.
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Da 2l eine Algebra ist, folgt aus A C & schon 2 C C(A). Seien nun By, Bs, ... € C(A)
mit B, J.2, B, € 6. Dann folgt

AUB;,AUB,,...€6 und AUB, /AU B..

n=1

Da & monoton ist, folgt AUJ,~, B, € 6 und somit | J -, B, € C(A).

Dies funktioniert analog auch fiir B, N\, ().~ By, also ist C(A) eine monotone
Klasse und 20 C C(A), damit gilt C(A) O &, die andere Inklusion ist klar nach der
Definition, das heift C(A) = & fiir alle A € 2A. Somit haben wir gezeigt: Fiir alle
AecAund Be &gilt AUB € 6.

Fixiere nun B € & und setze
C(B)={Ae€6&6|AUBeG&}.

Mit den selben Argumenten wie oben gilt 24 C C(B) und C(B) = &, also folgt: Fiir
alle A,Be G gilt AUB € G&.

Analog zeigen wir die Abgeschlossenheit beziiglich dem Komplement, also ist & eine
Algebra.

(2) Da M(21) die kleinste monotone Klasse ist, die 2 enthélt, folgt

o(2) 2 Mm@ty € M. O

3.2. Eindeutigkeit der Ausdehnung von Pramalfien

Satz 3.5 (Eindeutigkeit der Ausdehnung von Mafen). Sei 2 eine Algebra und i, o zwei
o-endliche Mafe auf (). Falls p1]y = pola, so gilt schon uy = po auf ganz o ().

Beweis. Betrachte zunéchst endliche Mafe p1q und ps. Setze
M= {A € o) | (A) = ja(A)} .

Gemif Voraussetzung gilt nun A C M. Wenn wir nun zeigen kénnen, dass M eine
monotone Klasse ist, dann gilt o(A) C M laut Satz 3.4 und somit o(A) = M.
Zur Monotonie von M seien Ay, Ay, ... € M mit A, 7 J, 2, A,, dann gilt

th (U A@-> = lim p(Ay,) = lim pa(An) = pio (U Ai) :
i=1 =1

also |J0", A, € M. Analog fiir A, \, (1, A"
Den o-endlichen Fall fithrt man auf den endlichen Fall zuriick durch Einschrankung von
pn und e auf X, wobei X = (J77 | X,. O

Bemerkung 3.6. (1) Die Eindeutigkeit der Ausdehnung geht verloren wenn das Mafs
nicht o-endlich ist.

13Da p1 und g endlich sind, ist die Voraussetzung ju(A,,) < oo aus Satz 1.4 erfiillt.
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(2) Satz 3.5 und Bemerkung 2.13 zeigen, dass das Lebesgue-Mafs sowohl auf Borel-
Mengen als auch auf den Lebesgue-messbaren Mengen eindeutig durch seine Werte
auf Intervallen bestimmt ist.

(3) Der Satz iiber monotone Klassen (Satz 3.4) ist ein wichtiges Werkzeug, um Aussagen
von “einfachen” auf “komplizierte” Mengen fortzusetzen. Oft werden stattdessen auch
Dynkin-Systeme und 7-A-Systeme benutzt.
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4. Die Vektorrdume C.(X), Cy(X) und der Riesz’sche
Darstellungssatz

4.1. Die Vektorraume C.(X), Cy(X)

Definition 4.1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
(1) Eine Teilmenge K C X heift kompakt, falls jede offene Uberdeckung von K eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(2) Eine Umgebung von x € X ist eine Menge N C X, so dass es ein U € 7 gibt mit
zrelUCN.

(3) Der Raum X heifst lokalkompakt, falls jedes x € X eine kompakte Umgebung besitzt.

(4) Der Raum X heitt Hausdorff’sch oder Hausdorff-Raum, falls gilt: Fiir alle z,y € X
mit = # y gibt es Umgebungen N, von x und N, von y mit N, NN, = 0.
Beispiel 4.2. (1) X = Rist lokalkompakt, aber nicht kompakt; [0, 1] C R ist kompakt.

(2) Alle metrischen Réume und insbesondere alle normierten Vektorrdume sind Haus-

dorfI’sch.

(3) Sei X ein Banachraum, dann ist X ist genau dann lokalkompakt, wenn X endlich-
dimensional ist.

Notation 4.3. Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum.
(1) Der Raum aller stetigen Funktionen von X nach C ist
C(X):={f:X —C| f stetig}.
(2) Der Raum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Triger ist
Co(X) :={f: X — C| f stetig und supp f kompakt} C C(X),
wobei supp f := {z € X | f(x) # 0} der Trager von f ist.

(3) Der Raum aller stetigen Funktionen, welche im Unendlichen verschwinden, ist
Co(X) :={f: X — C| f stetig und verschwindet im Unendlichen} C C(X),

wobei f genau dann im Unendlichen verschwindet, wenn fiir alle ¢ > 0 eine kompakte
Menge K C X existiert, so dass fiir alle x ¢ K schon |f(z)| < ¢ gilt.

Es gilt immer C.(X) C Cy(X) C C(X), fir kompaktes X gilt C.(X) = Co(X) = C(X).

Bemerkung 4.4. (1) C.(X) und Cy(X) sind Vektorraume iiber C; falls X eine unend-
liche Menge ist, so sind die Vektorrdume unendlich-dimensional.

(2) Durch ||f||,, = sup,ex|f(z)| ist eine Norm auf C.(X) und Cy(X) definiert.

(3) Der Raum Cy(X) ist vollsténdig beziiglich |||, also ein Banachraum. Falls X nicht
kompakt ist, ist C.(X) im Allgemeinen nicht vollstdndig, es gilt

RS
CO (X> - CC(X) :
(4) Die beiden Réume Cy(X) und C.(X) sind Teilrdume von

Co(X) :={f: X — C| f stetig und beschrankt} ,
dem Raum der stetigen beschriankten Abbildungen von X nach C.
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4.2. Riesz’scher Darstellungssatz fiir C.(X)

Bemerkung 4.5. Sei p ein Borelmaf auf X (also ein Maf auf der Borel-o-Algebra), so
dass p(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K C X. Dann ist f integrierbar fiir alle
f € C(X), denn es gilt

/ 1l dp = / fldu < / 1l dit = pa(supp ) - |l < 0.
X supp(f) supp(f)

Weiterhin ist
/ :C(X) = C, f|—>/ fdu
b's b's
ein lineares Funktional und auch positiv: Aus f > 0 folgt [ ~fdu=>0.

Satz 4.6 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und
A : C.(X) — C ein positives lineares Funktional auf C.(X). Dann gibt es ein Borel-Mafs u
auf X, so dass

A(f) = / fdu firalle f e Cu(X).
Das Mals i hat die folgenden Regu)l{aritéitseigenschaften:
(i) Es gilt u(K) < oo fiir alle kompakten Mengen K C X.
(i) Es gilt u(F) =inf{u(V) | E C V,V offen} fiir alle £ € B.
(i) Es gilt u(F) =sup{u(K) | K C E, K kompakt} fiir alle £ € B mit u(E) < oc.

Zusammen mit obiger Gleichung bestimmen diese Regularititseigenschaften das Mak pu
eindeutig.

Bemerkung 4.7. In vielen Situationen (wie zum Beispiel wenn X kompakt ist oder fiir
X = R) gilt: Ein Borel-Maf, welches (i) aus Satz 4.6 erfiillt, erfiillt auch (ii) und (iii).

Beweisskizze von Satz 4.6. Das gesuchte Mak p(E) entspricht gerade A(1g), welches wir
uns aus der Kenntnis von A auf stetigen Funktionen beschaffen miissen. Dazu approxi-
mieren wir 1z in geeigneter Weise durch stetige Funktionen, wobei die Positivitdt von A
einer Stetigkeitseigenschaft entspricht. Es reicht (V') fiir offene Mengen V' zu kennen (fiir
andere Mengen kénnen wir es dann geméfs Eigenschaft (ii) definieren), dafiir setzen wir

(V) = sup {A(f) | f € Co(X) mit 0 < f < 1y}

Es bleiben dann sehr viele Einzelheiten nachzupriifen, siche [Rud09, 2.14| oder [RF10,
13.23] oder [Els18, VIII 2.5]. O
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4.3. Ausdehnung auf Cy(X)

Bemerkung 4.8. Das lineare Funktional A aus Satz 4.6 dehnt im Allgemeinen nicht auf
Co(X) aus. Ein Beispiel dafiir ist das Lebesgue-Maf A auf R, in diesem Fall gilt

A(f) = / f(2) dA(z).

Die Funktion

X SR oz ﬁ, falls |z| > 1,
. 7 1, falls |z| <1,

liegt in Co(R), aber nicht in C.(R), und es gilt [, f d\ = 4o0.
Allgemeiner gilt: Sei A : Cy(X) — C ein positives lineares Funktional. Dann ist

A ;
1A= sup BN G 5 () < ot
recox) IFIL reco(x)
f#£0 Il =1

und A ist somit beschrénkt, also stetig (bzgl. der Supremumsnorm): Sei ndmlich (f,)nen
eine konvergente Folge mit f,, — f. Aus

IA(fa) = AOI = [Afu = DI TAL-fu = fII =0
folgt A(f,) — A(f) und damit die Stetigkeit von A.

Somit gilt dann aber
p(X) = sup {A(f) | f € Ce(X) mit 0 < f <1} < [JA]] < oo,

somit sind die positiven linearen Funktionale auf Cy(X) durch endliche Borel-Mafse gege-
ben.

Satz 4.9. Sei A : Cy(X) — C ein positives lineares Funktional. Dann ist A beschréinkt,
also ||A]| < oo (und damit insbesondere stetig).

Beweis. Angenommen, A wire unbeschrankt. Dann gibt es eine Folge (f,)nen in Co(X)
n—oo

mit || f,]] <1 fir alle n € N und |A(f,)| —— oo. Wegen der Zerlegung
f = (Re()" = (Re(f))” +i( (m(/) " = (Im(f))")

finden wir dann auch solche Folgen mit f,, > 0 fiir alle n € N. Durch Ubergang zu einer
Teilfolge konnen wir annehmen, dass A(f,,) > 2". Setze dann

Oofn
fizzlz—n

Es ist f € Cy(X), da f durch eine Cauchyfolge gegeben ist und Cy(X) vollsténdig ist.
Dann gilt aber

N N
sz<;%> :ZA(Q{}) >N fiiralle N €N,

=1 —
€eR n >
was im Widerspruch zu A(f) < oo steht. Somit muss A beschréankt sein. O]

14Es ist nicht offensichtlich, dass aus der Positivitit von A die Beschriinktheit ||[A|| < oo folgt. Diese
wichtige Tatsache wird in Satz 4.9 bewiesen.

29



5. Produktmafie und der Satz von Fubini

5.1. Produktmalfie
Definition 5.1. Seien X und Y zwei Mengen.

(1) Das kartesische Produkt X x Y ist die Menge
XxY ={(z,y)|lzre X,yeY}.

Eine Menge der Form A x B C X x Y fir A C X und B C Y heiflt Rechteck in
X xY.

(2) Sei X eine o-Algebra auf X und 9) eine o-Algebra auf Y. Ein messbares Rechteck
ist dann eine Menge der Form A x B mit A € X und B € %). Die zugehorige
Produkt-o-Algebra ist definiert als

¥xY:=c({AxB|AcX, Bec}).

(3) Fiir gegebene F € X XY,z € X und y € Y definieren wir die Schnitte E, und EY
durch

E,={yeY |(z,y) e E}CY und EY:={zxeX|(z,y) € E} CX.

Konvention. Im Folgenden seien (X, X) und (Y,%)) zwei messbare Rédume.
Satz 5.2. Setze
A = {Q = U R; | n € N, R; messbare Rechtecke, R; N R; = () fiir i # j} .
i=1
Dann ist 2 eine Algebra und somit gilt X x ) = M(2A).

Beweis. Damit A eine Algebra ist, muss 20 unter Komplementbildung und (endlicher)
Vereinigung abgeschlossen sein.

i) SeiQ=J_ R eA Firn=1,alsoQ=Ax Bmit Aec X und B €9, gilt
Q° = (A° x B) U (A x BY) U (A° x B°) € 2.

Ist R Vereinigung von mehr Rechtecken, funktioniert dies analog mit disjunkten
Zerlegungen.

(ii) Sind Q1,Q2 € 2, so folgt Q1 UQ, € A, da jede Vereinigung von zwei Rechtecken als
disjunkte Vereinigung mehrerer kleinerer Rechtecke geschrieben werden kann.

Somit ist A eine Algebra. Damit ist dann aber nach dem Satz iiber monotone Klassen
(Satz 3.4)
XxYP=0cA) =M. O
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Satz 5.3. Sei £ € X x 2. Dann gilt £, € Q) fiir alle x € X und £Y € X flir alle y € Y.

Beweis. Setze
S ={FeXxY|E,eYfiralexrec X}.

Es reicht zu zeigen, dass die messbaren Rechtecke in § liegen und dass § eine o-Algebra
ist, denn dann liegt die von den messbaren Rechtecken erzeugten o-Algebra X x 2) in §,
also gilt X x ) = §.

(i) Sei £ = A x B ein messbares Rechteck, also A € X und B € ). Dann gilt

g - B, fallsx € A,
“10, falls z € A,

also F, € %) fiir alle x € X und somit £ € §.

(ii) Sind E, By, Es, ... € §, so gilt fiir alle x € X

[e.o]

(E9), = (E,)° und (UE) = J(E).,

i=1
woraus direkt folgt, dass § eine o-Algebra ist.
Der zweite Teil der Aussage folgt analog. O

Notation 5.4. Sei f: X xY — C. Wir setzen

fo: Y =C, y— foly) = f(z,y) firalle z€ X
sowie

Y. X —=>C, xw fYx):= f(x,y) furalle yeY.

Satz 5.5. Sei f: X xY — C eine (X x Q)-messbare Funktion auf X x Y. Dann ist f,
fiir jedes x € X eine Q)-messbare Funktion auf Y und fY fiir jedes y € Y eine X-messbare
Funktion auf X.

Beweis. Es gentigt reellwertige Funktionen zu betrachten. Sei also z € X fest und B C R
eine Borelmenge, zu zeigen ist, dass f,'(B) € ). Wir haben

B ={yeY | fuly) € B} ={(7,9) e X xY | f(z,§) € B}, = (f(B)),-

Aus der Messbarkeit von f folgt f~'(B) € X x 9), also gilt nach Satz 5.3 (f~!(B)). € 2.
Somit gilt
[(B)=(f'(B), € firalle BeB

und f, ist P-messbar. Der zweite Teil der Aussage folgt analog. O]

Satz 5.6. Seien (X, X, 1) und (Y, 9), v) Makrdume mit o-endlichen Mafen. Fiir Q € X x9)
setze
0: X >R, z—v(Q,) sowie ¥:Y =R, y— u(@Y).

Dann ist ¢ X-messbar und ¢ g)-messbar und es gilt

/Xgpdu:/ywdy.
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Beweis. Wir betrachten nur den Fall endlicher Mafle p1 und v. Setze
§:={Q € X x| Q erfiillt die Behauptung des Satzes} ."”

Sei 2 die Algebra der messbaren Rechtecke aus Satz 5.2. Es reicht zu zeigen, dass  C §
und dass § eine monotone Klasse ist, denn dann folgt X x 9 = M(2A) = F.

(i) Betrachte zunédchst @ = R = A x B fiir A € X und B € ). Dann gilt
B, x € A, . Aa Yy € B7
= sowie Y=
¢ {@, A ¢ {@, véB,

also
p(x) = v(Qz) = v(B) - 1a(z) und ¥(y) = pu(Q’) = p(A) - 15(z).
Damit sind ¢ und ¥ messbar. Es gilt

/X odu=v(B) / La(2) du(a) = v(B)p(A)

X

und
/Y v = p(A) /Y 15(y) dpu(y) = p(A)w(B),
also Q € §.

Betrachte nun ) = R; U...J R, mit paarweise disjunkten messbaren Rechtecken
R;. Mit dhnlichen Argumenten wie fiir ein Rechteck gilt dann auch @ € §. Beachte
dabei, dass Q, = (R1), U... U (R,):, also dass @, fir alle z € X eine disjunkte
Vereinigung ist.

(ii) Betrachte Q; Q@ :=J;2, @; mit Q; € §F fir alle ¢ € N, zu zeigen ist, dass Q € §.
Setze

0i(2) = v(Qia), @(@):=v(Qz), vi(y):=wQf) und P(y) = u(@QY).
Wegen (QZ)LK /‘ Q:B gllt
i(r) = V(Qiz) = v(Qz) = ¢(x),

also @;(x) 7 ¢(x) fir alle z € X, analog gilt 1;(y) ¥ (y) fir alle y € Y. Da alle ¢,
und v; messbar sind, sind laut dem Satz {iber die monotone Konvergenz Satz 1.24
auch ¢ und v messbar und es gilt

/wdu—hm/@idu—hm widv—/wdv,
X 71— 00 X 1—00 Y Y
also @ € §.

Analog fiir Q; \, @, da die betrachteten Mafe alle endlich sind.'°

Damit ist § eine monotone Klasse. O

150 € X x Q) erfiillt die Behauptung des Satzes, wenn z +— v(Q,) X-messbar ist, y — u(QY) 2-messbar
ist und [y v(Q,) du(x) = [, u(QY) dv(y) gilt.

1610 diesem Fall ist ¢;(x) eine absteigende Folge, so dass der Satz von der monotonen Konvergenz nicht
direkt anwendbar ist. Man kann dann aber auf majorisierte Konvergenz zuriickgreifen, da ¢, eine
integrierbare Majorante ist.
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Definition 5.7. Fiir ) € X x 2) definieren wir das Produktmaf$ von p und v mittels

(4 % 1)(Q) = /X v(Q.) dp(x) = / QY du(y).

Satz 5.8. Seien (X, X, i) und (Y,9),v) zwei o-endliche Mafrdume. Dann ist (1 x v) ein
o-endliches Mafs auf X x Y, welches eindeutig bestimmt ist durch seine Werte auf den
messbaren Rechtecken

(uxv)(Ax B)=pu(A)-v(B) fiuralle A€ X, BeY.
Sind ¢ und v endliche Mafse, dann ist auch pu x v ein endliches Mafk.

Beweis. (i) Offensichtlich gilt (1 x v)(0) = 0 und (1 x v)(Q) > 0 fiir alle Q € X x ).
Fiir die o-Additivitat seien @, € X x 2) (n € N) paarweise disjunkt, dann gilt

(1% v) (U Qn> :L((G %)) du<x>=/Xu(G<@n>x> dpz)

n=1

also ist u X v ein Mak.

( N)

(i) Da p und v o-endlich sind, gibt es X, € X (n € N) und Y,,, € 9
= U und

mit p(X,) < oo und v(Y,,) < oo fiir alle n,m € N, so dass X
Y = Up—y Y- Dann gilt X x Y =, _, (X, x Y,,) und

(X v)(Xp X Yy) =w(X,) v(Yy) <oco firalle n,meN,
also ist auch p x v o-endlich.

(iii) Sind g und v beide endlich, so ist auch p x v wieder endlich, da (u x v)(X xY) =
u(X) - v(Y) < oo.

(iv) Schlieklich ist das Maf (u x v) durch (u X v)(A x B) = u(A) - v(B) auf der Algebra
20 bestimmt und somit nach dem Ausdehnungssatz Satz 3.5 auch eindeutig auf

o) =%Xx9. O

Bemerkung 5.9. (1) Sei A" das Lebesgue-Mafs auf R", welches laut Definition 2.14
einem n-dimensionalen Quader sein Volumen zuordnet. Laut Satz 5.8 gilt ™" =
A" x A", insbesondere A" = X .

i=1
(2) Man beachte, dass die Produkt-o-Algebra zwar die Borel-Struktur, nicht aber die
Lebesgue-Struktur erhélt: Es gilt B(R™") = B(R™) x B(R"), aber auf der Seite
der Vervollstandigungen hat man nur 90y (R™) x M, (R™) C My (R™™), wobei die
Inklusion strikt ist. Bei der Aussage ™" = A™ x \" sollten wir die Lebesgue-Mafke
also auf den Borel-o-Algebren betrachten.
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5.2. Satz von Fubini

Satz 5.10 (von Fubini). Seien (X, X, ) und (Y,9),v) zwei o-endliche Mafsraume und
f: X xY = C eine X x Y-messbare Funktion auf X x Y.

(1) Sei 0 < f < oco. Definiere

<p:X—>[O,oo],xl—>/fde und 2/):Y—>[0,00],y'—>/fyd/L.
Y X

Dann ist ¢ X-messbar, 1) 2)-messbar und es gilt

/X(/Yf(x,y) dl/(y)) dp(z) :/X(pd“

= fd(pxv)

XxY

:/Ywdu

- [ ([ snan)) av
(2) Ist f komplexwertig und gilt

/X (/Y|f(:c,y)\du(y)> du(z) < oo,

dann ist f € L'(u x v).

(3) Sei f € L'(u x v), dann ist f, € L'(v) fiir fast alle x € X, genauso f¥ € L'(u) fiir
fast alle y € Y und die Funktionen ¢, ), definiert wie in (1) fast iiberall, sind in
L'(p) beziehungsweise L'(v) und die Gleichung aus (1) gilt.

Beweis. (i) Nach Satz 5.5 sind f, und f¥ messbar sowie ¢ und ¢ wohldefiniert (wobei
+00 als Wert zugelassen ist). Betrachte nun zunéchst f = 1¢ fiir Q € X x 9). Dann

gilt
(nxv)(Q) = Xxyfdw xv)
sowie /X(/Y o) du(y)) dp(z) :/XV(Qz)dM(:v)
—0(Qu)
und

/y (/X f(z,y) d,u(x)) dv(y) = /YH(Qy) dv(z) .

=(QY)
Nach Satz 5.6 und Definition 5.7 folgt die Behauptung also in diesem Fall. Be-
trachtung von Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen liefert die
Behauptung fiir nicht-negative einfache Funktionen wegen der Linearitéit des Inte-
grals.
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Fiir allgemeine messbare Funktionen f > 0 gibt es laut Satz 1.17 einfache Funktio-
nen s, > 0, so dass punktweise s, ' f gilt.'” Setze ¢, () := [}(s,), dv. Mit dem
Satz tiber die monotone Konvergenz (Satz 1.24) gilt ¢, (z) 7 ¢(x) fir alle z € X.
Mit dem bereits Gezeigten gilt

/@ndﬂ:/ Snd(lu’xy)v
X XxY

also mit Satz 1.24 auch
/(pdu: lim/gond,u: lim Spd(p xv) = fd(pxv).
D'e n—oo Jx =0 JX <y XxXY

Analog fiir 1.
(ii) Wende (1) auf |f] an.

(iii) Es geniigt, die Aussage fiir reellwertige Funktionen zu zeigen, fiir komplexwertige
Funktionen betrachte reellen und komplexen Anteil separat. Wie in Notation 1.27
zerlegen wir f : X xY — R als f = f* — f~ und nennen die zu f, f*, und f~
zugehorigen p-Funktionen ¢, o1 und ¢5."* Wegen f € L'(u x v) gilt

[ovau= [ frawxn< [ niawxn <o,
X XxXY XxXY

also ¢ € L'(u); analog folgt o € L' ().
Wegen f, = (f"). — (f7). erhalten wir

/Y fodv = /Y (e - /Y (e

-~

o1(x) 2(x)

falls () < oo und @o(z) < co. Wegen o € L'(11) und o € L(p) gilt fast iiberall
1(x) < 0o und po(x) < 00, also ist p(z) = ¢1(x) — po(x) < oo fast iiberall, also
gilt o € L'(u). Mit (1) folgt dann

[erau=[ rrawxn<oo wd [ padi= [ fdpxn <
X XxY X XxY

also (da ¢ — @9 = ¢ fast iiberall)

/Xsoduz/X(sm—wz)duz/XXy(ﬁ—f‘)d(uXV)= Xxyfd(uXV)-

Fiir ¢ analog. O]

Bemerkung 5.11. Analog zum Fall n = 1 aus Analysis I kann man auch fiir allgemeines
n € N im R" ein Riemann-Integral fR" flxy,...,x,)dxy ... dz, definieren, wenn man
Intervalle durch Quader ersetzt. Der Satz von Fubini erlaubt es uns insbesondere diese
Integration im R™ iiber Funktionen von n Argumenten auf n iterierte Integrale in R
zuriickzufithren. Sei dazu f : R™ — C stetig (oder allgemeiner Riemann-integrierbar im
R™), dann gilt:

17Es gilt also s, (z,y) / f(z,y) fiir alle x € X und alle y € Y.
18Da f+ und f~ positiv sind, gilt dies auch fiir ¢; und 5.
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(i) Falls f > 0, so ist immer
f(z1,...,x,)dxy ... day,
RTL

= f(lj,...,Zl?n)d)\n(xl7"‘7xn)

R

:/R((/R </Rf(q:1,...,:cn)d)\(:c1)> d)\(a:Q))...) dA ()
:/: <</_: (/_Zf(a:l,...,xn)dx1> dx2>---> dz,
:/_Z ( (/: (/_Zf(xl,...,asn)dxp(l)) dxp(g)) ) Az

fiir jede Permutation p von {1,...,n}, die iterierten Riemann-Integrale kénnen also
in beliebiger Integrationsreihenfolge berechnet werden.

(ii) Seinun f eine beliebige komplex-wertige (stetige oder Riemann-integrierbare) Funk-
tion, dann gilt das Gleiche (also die Gleichheit des Riemann-Integrales und des
Lebesgue-Integrales im R", sowie die Gleichheit dieser mit allen iterierten Integra-
len), sofern f Lebesgue-integrierbar ist, also f € L'(A\"). Um dies zu iiberpriifen,
miissen wir nachpriifen, dass das iterierte Integral tiber |f| endlich ist (wobei die
Reihenfolge der iterierten Integrationen geméf (i) beliebig ist).

Beispiel 5.12. Wir wollen das Integral fooo ¢~*" dx berechnen. Da wir keine Stammfunkti-

on von e~ kennen, kénnen wir es nicht direkt mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung berechnen. Wir verkniipfen dieses Integral deshalb mit einem Dop-
pelintegral und benutzen Fubini, um dieses dann auszurechnen.

Wir betrachten das Doppelintegral

/ / yo (= dy dp — / fly2) ANy, ),
0 0 [0,00) x[0,00)

f:[0,00) x [0,00) = [0,00), (y,2) = yexp (—(1+27)y?).
Mit dem Satz von Fubini (Satz 5.10) erhalten wir

/OO (/OO ye_(1+x2)y2 dy) dr = /OO (/OO jge_(lJ”’;Q)y2 dm) dy.
0 0 0 0

Einerseits gilt geméafs der Substitution xy — t und dx — idt fiir die rechte Seite

/ (/ ye~ (1+#%)y° dx) dy = / (/ e Y dx) ye ¥ dy
0 0 0 0
> /1 & 42 .2
= — e " dt )ye ¥ dy
0 Y Jo
= (/ e dt) : </ eV dy)
0 0
00 N 2
= (/ e " dx) ,
0
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andererseits gilt fiir die linke Seite

00 o] S 1 1 Y=00
-(+2%)y* 1, ) d :/ . [—(1+x2)y2} d
[ ) aes [ sl o

(.
~~
=0—-1=-1

1 />~ 1 1 t=co T
= 5/0 2 dor = §[arctan(:c)}x:0 =7

Somit erhalten wir
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6. Bildmalfse und Transformationsformel

6.1. Bildmalfie

Motivation 6.1. Fiir die Integration in R haben wir die Substitutionsregel:
b ) o (b)
[ rew)swi= [ rads

v(a)

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob es ein allgemeines Ana-
logon zu dieser Situation gibt. Zunéchst betrachten wir eine abstrakte Version dazu.

Satz 6.2 (und Definition). Seien (X, 2() sowie (Y, 91) zwei messbare Rdume und zusétzlich
T : X — Y eine messbare Abbildung. Fiir ein Mafs u auf 2 definieren wir eine Abbildung
T(u) durch

T(u): 9 — [0,00], A T(u)(A) == p(T7(A))

Dann ist T'(x) ein Mafs auf 91, das sogenannte Bildmafl von p beziiglich T'.

Beweis. Es gilt
T(u)(0) = (T (0)) = u(0) = 0.

Sei nun (A, )en eine paarweise disjunkte Familie in 9%, dann gilt
0 (W) (7 (U ) ) = (U)ot
n=1 n=1 n=1 n=1
=Y T(u)(Ay),
n=1

also ist T'(p) tatséchlich ein Maf auf 91 O

Satz 6.3. Seien (X,2() sowie (Y,9M) zwei messbare Raume, T': X — Y messbar, u ein
Mafs auf 2 und T'(¢) das Bildmaf von u beztiglich T'. Sei weiter f : Y — C messbar, dann
sind aquivalent:

(i) f:Y — C ist integrierbar beziiglich T'(u).
(ii)) foT : X — C ist integrierbar beziiglich p.
In diesem Fall gilt
[ 10w = [ 1(T@) duta),
Y X
Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 6.4. Satz 6.3 erlaubt es, das Integral [, f(T(z))du(z) durch die Substi-
tution y = T'(x) auf ein “einfacheres” Integral zuriickzufiihren, allerdings beziiglich des
Bildmafses T'(ut). Solange wir letzteres nicht kennen, ist die Substitution nicht besonders
hilfreich. Im Fall X =Y = R™ und p = A" kénnen wir T'(\") mit Hilfe einer sogenannten
Dichte wieder durch A" ausdriicken.
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Definition 6.5. Seien p, v zwei Mafe auf einem messbaren Raum (X, 2(), weiterhin sei
h: X — [0, 00] messbar. Falls
v(E) = / hdp
E

fiir alle E € 2 gilt, dann sagen wir: v hat die Dichte h beziiglich p. Ubliche Bezeichnungen
dafiir sind dv = hdp oder h = g—;.

Bemerkung 6.6. (1) Die Dichte h ist fast sicher eindeutig bestimmt: Gilt

E E

fiir alle £ € A, so ist hy = hy p-fast sicher.

(2) Die Dichte h muss selbst nicht beziiglich ;1 integrierbar sein. Es gilt h € L'(u1) genau
dann, wenn v(X) = [, hdu < oo, also wenn v ein endliches Maf ist.

(3) Wann ein Mafs v eine Dichte beziiglich eines anderen Mafses p hat, wird durch den
Satz von Radon-Nikodym beantwortet, auf den wir hier nicht eingehen kénnen.

Satz 6.7. Seien p, v zwei Mafe auf einem messbaren Raum (X,2() und h : X — [0, <]
messbar mit dv = hdp. Dann gilt fiir messbares f > 0

/fdz/:/fhd,u.

Fiir allgemeines messbares f gilt die Aquivalenz
fell(v)e fhe L' (w);
in diesem Fall erfiillt f auch die obige Gleichheit.

Beweis. Ubung. O]

6.2. Transformationssatz fiir lineare Abbildungen

Motivation 6.8. Im Folgenden wollen wir Funktionen 7" : R™ — R"™ betrachten. Dabei
wollen wir uns iiberlegen, wann das Bildmafs T'(\") eine Dichte beziiglich A" hat, das heifst
unter welchen Voraussetzungen die Gleichheit

A (TH(A)) = T(A")(A) = / B
A
gilt. Notwendige Bedingung dafiir ist, dass 7" Mengen A mit A"(A) # 0 nicht auf Null-
mengen abbildet, das heifst T sollte also invertierbar und “hinreichend regulér” sein. Im
Folgenden werden wir T' durch 7! ersetzen, wir betrachten dann A\"(T'(A)).
Zuniachst betrachten wir eine lineare Funktion 7" : R®” — R", die wir mit Matrizen
identifizieren konnen. In diesem Fall hat A" o T" konstante Dichte.
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Satz 6.9. Sei T : R — R"” eine lineare invertierbare Abbildung. Dann gilt
A" (T(A)) = |det(T)| - \*(A) fiir alle A € B(R")."

Insbesondere gilt

vol(T([o, 1]”)) — |det(T)].
Beweis. Wir miissen zeigen, dass die beiden Mafse
pi(A) = A" (T(A)) und po = |det(T)|A\"(A)

auf B(R™) iibereinstimmen. Mit dem Eindeutigkeitssatz (Satz 3.5) geniigt es, zu zeigen,
dass g1 und ps auf Quadern iibereinstimmen. Wegen der Stetigkeit des Mafes reicht es
dabei aus, Quader mit rationalen Seitenldngen zu betrachten. Weiterhin reicht es aus,
Quader der Form [0, ¢|™ zu betrachten, da A" translationsinvariant ist und Quader in
Wiirfel zerschnitten werden kénnen. Insgesamt geniigt es also, die Gleichheit

A" (T10,") = lden()| - (10, ")

=cn

zu zeigen. Mit Singuldrwertzerlegung gibt es orthogonale Matrizen U, V' € R™ " und eine
Diagonalmatrix ¥ = (s1,...,8,) € R mit T = VIU*, wobei aufgrund der Invertier-
barkeit von T" schon s; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt. Setze D := diag(dy,...,d,) € R™*"
mit d; := |s;| > 0, dann ist D invertierbar mit 3? = D? und

TT* = VXU ULV = VX2V* = VD?*V*.
~—~

=I,
Weiterhin gilt 7= VDW mit W := D~'V*T und
WW* = D'V*TT*VD™' = D'V*'VD*V*VD™ ' = I,

also ist auch W orthogonal. Wegen |det(V DW)| = |det(V)| - |det(D)]| - |det(W)]| reicht es,
den Satz in den Spezialfédllen zu zeigen, in denen 7" orthogonal oder diagonal mit positiven
Diagonaleintrégen ist.

(i) Sei T eine orthogonale Matrix, dann gilt |det(7')] = 1. Man {iberzeugt sich leicht,
dass A" invariant unter Drehungen ist. Somit gilt

AU (T(0, ") = X' ([0, ") = [det(T)| - X" ([0, ]").

(ii) Sei T' = diag(dy,...,d,) eine Diagonalmatrix mit d; > 0 fir alle i € {1,...,n}.
Dann gilt T([0, ") = [;—,[0, d;c] und

A (T(0,¢)) =

| )\([O7dic]):Hdic:c”Hd,;:/\”([O,c]”)-\det(T)|. O

=1

9Da T invertierbar ist, gilt det(T") # 0 und wir kénnen diese Aussage auch mit dem Bildmaf ausdriicken:

T(\") =ty A"
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6.3.

Transformationssatz fiir allgemeine Abbildungen

Satz 6.10 (Transformationssatz). Seien V, W C R" offen und 7" : V' — W eine bijektive
stetig differenzierbare Abbildung, so dass T'(x) = DT (z) fir alle z € V invertierbar ist.
Dann ist fiir jede Borelmenge A C V auch T'(A) C W eine Borelmenge und es gilt

NY(T(A)) = /A\det(T’(x)) | A" (). (1)

Somit gilt fiir jede integrierbare Funktion f : W — C auch

/ f(y) AN (y) = / £ (T () |det (T () | A" () 2 2)
w 1%

Beweis. (i) Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit ist 7! stetig differenzierbar

und es gilt
(TH(y) = (T’(:U))_l fiir alle y € W, wobei z=T""(y),

also auch {

 [det((T7)(@))[

Insbesondere ist 77! stetig und somit messbar, fiir alle A € B(R") mit A C V gilt
also

|det ((T71) ()]

T(A) = (T71)"Y(A) € B(R).!

Wir zeigen zunéchst
NY(T(A)) < / |det(T"(z))| d\"(z) fiir alle A€ B(R") mit ACV.
A

Wiederum reicht es, die Aussage fiir Quader A zu zeigen, und zwar fiir solche, fir
die A C V gilt. Sei also A ein solcher Quader. Zerlege A in viele kleine Quader @);,
und wahle in jedem einzelnen Quader ); einen Punkt z; und approximiere T" auf

(Q; durch eine affine Abbildung ¢; gemaélis
Gi(z) =T () + T (z;) (2 — x3).

Das Problem, das sich nun stellt, ist die globale Kontrolle der Approximation. Die
Abbildung x + ||T"(x) || ist stetig, nimmt also ihr Supremum auf der kompakten
Menge A an. Somit gilt | 77(z) || < c fiir alle x € A.

Sei nun € > 0. Da T stetig differenzierbar ist, ist ||77(z)|| gleichmékig stetig auf der

kompakten Menge A, in Abhéngigkeit von e existiert also 6 > 0, so dass fir alle

r,y € A mit ||z — y|| < sowohl
£

T (z) — T'(y)] < als auch |det(T"(z)) — det(T"(y))| < e*

c-n

gilt. Wahle nun die @Q); so klein, dass ||z — y|| < ¢ fiir alle 2,y € Q;. Betrachte nun
z € @);, also insbesondere ||z — z;|| < §. Schreibe T' = (11, ...,T,) mit T}, : R" — R.

dT(\™)

20 Anders ausgedriickt: <55 () = ‘det(Tl,(m))‘ fir alle x € V.
21Die Menge T'(A) lisst sich schreiben als das Urbild von A unter der messbaren Abbildung 7.
22Da T’ stetig ist, ist T" stetig in jedem Matrixeintrag und det(T") ist ein Polynom in den Matrixeintriigen.
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Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen R™ — R gibt es Punkte &, auf der Strecke
von x; nach z, so dass

T(z) = (Tl(z), Tr(2),... ,Tn(z))
= (Ti(2) + T1(&) (2 = @), -, Tlw) + T, (6) (2 — 1)
Ti(&) — Ti(z:)
=T(x;) + T (x;)(z — $¢)j+ : (z —x;)
—4i(2) T, (6n) — T ()

und somit

Ti(&) — Ti ()
1T'(2) — ¢i(2)|| = : (2 — )
T(&n) — 15 ()
€0

- £
<SG — Ti@) - |z —wil <n-— -5 ==
k=1 — cn c

<= <5

—cn

Wir miissen auch 7'(Q;) durch ¢; kontrollieren: Da T laut Voraussetzung an jeder
Stelle invertierbar ist, ist auch ¢; invertierbar mit

¢, 1 (2) =T ()" (2 = T(xs)) + 5.
Fiir z € Q; gilt also
6 (T(2)) = 2[| = [|¢: " (T'(2) - ( )|l
= |7 ()™ - (T2 ))H
< | ||T ()] < e

Sc <@
— C

und somit
gb;l(T(z)) € Qf‘s ={yeR" |z € Q;:|ly—z| <ed}.

Fiir alle 2 € Q; folgt T'(2) € ¢;(Q;), also T(Q;) C ¢:(QF).

Wir brauchen nun noch eine Abschitzung des Volumens von Q;“E‘s gegen das Volu-
men von ;. Das geht am einfachsten, wenn wir die Norm im R™ als die oco-Norm
nehmen (also das Maximum der Betrdge der Komponenten). Auferdem wihlen wir
die Q; als Wiirfel mit Seitenlinge §.* In dem Fall ist Q;*° dann auch wieder ein
Wiirfel, bei dem gegeniiber @); jede Seite in beide Richtungen um ¢4 verliangert
wurde, und somit gilt

A(QF)) = (0 +2e6)" = (1 42¢)"0" = (1 + 2¢)"\"(Qs).

23Man beachte, dass wir uns dafiir wieder auf den Fall rationaler Seitenlingen des Quaders A einschrinken
miissen, damit wir diesen in Wiirfel zerschneiden kénnen. Wegen der Stetigkeit des Mafies reicht es
aber, sich auf diesen Fall zu beschrinken. Weiterhin kénnen wir § durch eine kleinere rationalen Zahl
ersetzen, damit sich A perfekt zerlegen lasst.
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Somit konnen wir nun abschéitzen:
A" (T(Qi)) < A"(c@(@*s‘s))
(T/ ){ A" Q+€§
= ydet T'(z;))] - (14 2)" - A" (Qy)

= (1+2¢)" /]det (T ()| AN ()

< (1+2¢)" / (|det(T’ )\+e> d\"(x)
= (1+2¢)" / |det (T (2)) | AX"(2) + (1 + 22)"eA™(Q;),
also insgesamt
NY(T(A)) < (1 +25)”/A\det(T’(a:))| d\"(z) + (1 + 2¢)"eA"(A).

Im Grenzwert € — 0 folgt dann die Behauptung.

(iii) Fiir alle B € B(R™) mit B C W setze A := T~!(B), dann gilt

M(B) = A"(T(A) “/\det (T(2))] dX"(2) /B

det (T'(17! ) )| ATV ),

-~

=:h(y)

also d\" < hdT'(\"). Es folgt

/f ) dA"(y /f y) dT(\") —/Vf ))|det (T"(x)) | AA™ ()

=h(T ()

(iv) Anwendung von (iii) auf 77! : W — V und die messbare Funktion
V—=C, zw f(T(z))|det(T"(z))]

ergibt
/f ))|det (T7(x))| AN (x)
7 /W f(T(T (y)))idet(T’(T1(y)))’~}det((T1)/(3/>)Jd)\n(y)

=ﬁy) =1

= /W f(y)dA"(y)

also gilt die Gleichheit in (2).

(v) Die volle Gleichheit in (1) folgt nun als Spezialfall f = 174y aus (2).
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6.4. Polarkoordinaten

Beispiel 6.11 (Polarkoordinaten in der Ebene). Seien
Vi={(r,0)|r€(0,00),0 € (0,2r)} CR* und W :=R*\ {(r,0)|r €[0,00)},
dann erfiillt die Abbildung
T:V =W, (r,0)— (rcos(d),rsin(9))

die Voraussetzungen fiir den Transformationssatz. Die Jacobimatrix der Transformation

T (50 )

und die Jacobideterminante ist
det(T"(r,0)) = rcos*(6) + rsin*(0) = r.

Nach dem Transformationssatz ist jetzt

f(xay)dmdy:/wf(l’,y)dxdy:/oW/OOOf(rcos(@),rsin(Q))rdrd@,

RQ

wobei die erste Gleichheit wegen A\?(W¢) = 0 gilt.
Man beachte, dass wir hierbei auch wieder Fubini benutzt haben, um die Lebesgue-
Integrale im R? als iterierte Integrale zu schreiben, also

d\*(z,y) = dody und dA*(r,0) = drdé.

. . [e’e} _ 2 .
Nun benutzen wir den Transformationssatz, um f_ooe " dz auszurechnen (vergleiche
Beispiel 5.12):

0 2
</ e dx) :/ v dg dy =

— 0o R2
1

= - =T,

2

e
[ [
- g

also
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7. LP-Raume

Konvention. Im Folgenden sei (X, %, ) ein Mafraum.

7.1. Definition der L’-Raume

Notation 7.1. (1) Fiirp € (0, 00) definieren wir fiir eine messbare Funktion f : X — C

die LP-Norm )
171, = ([ 1rrra)
X

LP(p) == {f : X — C| f messbar und [|f]], < oo}.

und setzen

(2) Fir p = oo setzen wir
[ £lloc := ess sup|f(z)] := inf {keR[u({z||f(2)] > k}) =0},

wodurch || f||,, = oo gilt, falls kein solches k € R existiert. Hierbei steht ess sup fiir
“essentielles Supremum”. Weiter setzen wir

L>(p) :={f: X — C| f messbar und ||f||, < oo}.

Bemerkung 7.2. (1) Eine Norm ||| : V' — [0,00) auf einem C-Vektorraum V' hat
folgende Eigenschaften:

(i) [|af|l = |||l f]] fur alle « € C und alle f € V. (absolute Homogenitét)

(i) |If +gll < I fI] + [lgll fir alle f,g € V. (Dreiecksungleichung)

(iii) Ist ||f|| = 0, so folgt f = 0. (Definitheit)

Die LP-“Normen” sind absolut homogen, da

laf|? = /X laf (@) du(z) = |af” /X @) du(z) = ||l F]"

zur Dreiecksungleichung fiir p > 1 siehe Satz 7.3, fiir p < 1 siehe Bemerkung 7.4.
Im Allgemeinen sind sie aber nicht definit, denn nach Definition gilt

1fll,=0 < / lf(@)Pdu(x) =0 < |f(x)]” =0 fast {iberall
X
& f(x) =0 fast tberall

Die LP-Normen auf dem Raum der Funktionen sind nur sogenannte Halbnormen.
Um dieses Problem zu beheben, identifizieren wir f und g, falls f = g fast iiberall
gilt. Genauer setzen wir

LP = {f : X = C| f messbar und [|f|, < oo}
und definieren die Aquivalenzrelation
f~g & f=g fast iberall.
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Dann ist N := {f | f messbar und f = 0 fast {iberall} ein Untervektorraum von
LP und wir setzen L? := LP/N als Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der
Quotientenabbildung

T L — P, f—[f].

Es ist leicht zu sehen, dass die Definitionen

lof] == alfl, [f+gl:=1f1+g] wnd [[fIl, = lIf],

fir « € C und f,g € L? nicht vom gewahlten Repradsentanten abhidngen. Damit
wird L? zum normierten Vektorraum. Ublicherweise ignoriert man dann die Unter-
scheidung zwischen £P und L” und redet von Funktionen in L”, wobei diese auf
Nullmengen beliebig abgedndert werden diirfen.

(2) Die Definition von ||-||, fiir p = oo ist konsistent im folgenden Sinne: Es gilt

£l = lim |l fl, firalle fe () I7

PE[1,00]

(3) Verallgemeinert man die p-Normen von C" auf den Raum CV aller Folgen in C, so
betrachtet man haufig die Raume

b, = {(mn)neN eCN: Z|xn|p < oo} )
n=1

Jede Folge (,,)nen in C ist eine Funktion f : N — C. Laut Ubung sind alle solchen
Funktionen messbar und fiir das Zahlmaft p auf N gilt

[ fan=> s,
X n=1
also LP(u) = £,

7.2. Minkowski- und Holder-Ungleichung

Satz 7.3 (Minkowski-Ungleichung). Seien p € [1,00] und f,g € LP(u). Dann ist auch
f+g€ LP(u) und es gilt
1F+gll, < LA, + Nl

Beweis. Die Falle p = 1 und p = oo sind trivial, im Folgenden betrachten wir also
p € (1,00). Zur Ubersichtlichkeit setzen wir ||-|| := ||-|[,. Fiir [|f|| = 0 beziehungsweise
lgll = 0 ist nichts zu zeigen, sei im Folgenden also || f|| # 0 und ||g|| # 0. Dann folgt die
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Dreiecksungleichung mit der Monotonie der p-ten Wurzelfunktion aus

nf+gw:1@uu»+aMPdmm
s[&ﬂﬂ+M@W@@)

(A @ el e -
= [ At A T ) (116l aute

s ol (@ el (@)Y
gﬁ””+w”(wwmm(wu)*wwwm(wu))”w

SWN+MW< 1Al Jxlf@)Pdutz) gl &M@MM@)

_|_
A+Tal AP T+l Tl

-~
=1

= (171 + llgl)*,

wobei an der Stelle (x) eingeht, dass ¢ : [0,00) — [0,00), t — t? konvex ist: Sind
a,f € 10,1 mit a+ =1, so gilt

olax + By) < ap(z) + Be(y) firalle z,y € [0,00). O

Bemerkung 7.4. Sei p € (0,1). In diesem Fall ist ¢ — * konkav auf [0,00) und dann
gilt

A1+ glll, = WA, + gl
also ist ||-||, keine Norm. Man kann zeigen, dass

1 + gl < 11715+ gl

also ist LP? ein Vektorraum und

r.)=f =gl = [ 1f =

liefert eine Metrik auf LP.

Definition 7.5. Seien p,q € [1, 00|. Falls

so nennen wir p und q konjugierte Exponenten. Wir schlieen dabei explizit auch den Fall
p =1 und ¢ = oo ein.

Bemerkung 7.6. (1) Der Fall p = ¢ = 2 ist ein interessanter Spezialfall.

(2) Seien p, q konjugierte Exponenten und a,b > 0. Dann gilt
1 1
ab < —aP + -b1.
p q

Fiir a = 0 oder b = 0 ist nichts zu zeigen, schreibe sonst a = exp(i) und b = exp(é).
Mit der Konvexitat der Exponentialfunktion folgt

1 1 1 1 1 1
ab = exp (—s + —t) < — exp(s) + — eXp(t) = —aP + = b2,
p q p q p q
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Satz 7.7 (Holder-Ungleichung). Seien p, ¢ konjugierte Exponenten. Fiir alle f € LP(u)
und alle g € L(p) gilt fg € L'(u) und

1Fglly < A1, - Mgl

Beweis. Im Fall p =1 und ¢ = oo haben wir |g| < /g, fast iiberall und damit

Hng1=/X|fg!du§/X|f|~HglloodMZHgHoo/lelduz|Ig||oo||f||1-

Seien nun p, g € (1,00). Fiir || f||, = 0 oder ||g||, = 0 ist die Aussage trivialerweise erfiillt
seien also im Folgenden | f|[, # 0 und ||g||, # 0. Setze

f(t) == S und  g(t) := 9(t)

11, "l
dann gilt || f[l, = 1 = [§], und
19l = /|f Mg (@) dp(z) = 111,19l /|f o) dp(@) = 111,91, 74l
es reicht also zu zeigen, dass ||fg|l; < 1. Mit der Ungleichung aus Bemerkung 7.6 folgt
gl = [ 171 ol duce)

</ (—|f<t>|p+1|g<t>|Q) au(t)
/!f P dutt) + ¢ [ I ant

[
p q

Bemerkung 7.8. (1) Der Fall p = ¢ =2, also

/X L toldi < 1L - Ll

ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den Hilbertraum L?(u).

(2) Auch fiir die £,-Réume gilt geméaf Bemerkung 7.2(3) somit die Holder-Ungleichung

0 00 % 00 %
Z|xnyn| < <Z|xn|p> (Z’yn|q>
n=1 n=1 n=1

7.3. Vollstandigkeit der LP-Raume

Satz 7.9 (Fischer-Riesz). Fiir alle p € [1, 00] ist LP(u) vollsténdig, also ein Banachraum
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Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall p < oo, der Fall p = oo ist einfacher. Sei
(fn)nen eine Cauchy-Folge in LP(u). Dann gibt es fir alle i« € N ein n(i) € N, so dass
[ fn = fnll, < 27° fiir alle m,n > n(i) gilt. OBA koénnen wir die n(i) aufsteigend wihlen,
also n(1) <n(2) < ..., dann gilt

an(i—',—l) - fn(i)Hp < 27" fiiralle i€N.

Wir wollen den Grenzwert f der Folge (f,)nen definieren durch

flw) = +§jhm> — fao(@)). (3)

Um zu sehen, dass das Sinn ergibt, setzen wir

Z|fn z+1 fn(z( )| und g Z’fn z+1) fn(z)(x)|>

also g(x) = limy_, gr(x) fiir alle z € X. Die Minkowski-Ungleichung (Satz 7.3) liefert

k k
lgell, <D | faisn) — fall, < d 27i<1 firalle keN.
i=1 i=1
Mit dem Lemma von Fatou (Lemma 1.26) folgt
ol = [ 1ot dute) = [ Jim ge(o) du(o)
X x k—oo

1.26
< lilzninf/ lgr(2)]P dp(x) = li;ninf“ngZ < 1.
—00 X —00 | ,
<1

Somit gilt g < oo fast iiberall und f ist durch (3) fast tiberall definiert, setze f(x) := 0
auf der verbleibenden Nullmenge Wegen

fa (2) )+ Z Fa41) (@) = frgp(2)) LiN f(x) fast iiberall
gilt
hm Jny(x) = f(x) fast iiberall.

Es bleibt zu zeigen, dass f € L”( Jund f, — fin LP(u) gilt.
Sei € > 0, dann existiert ein N(¢) € N, so dass || f, — fiull, < € fiir alle n,m > N(e).
Fixiere ein m > N(e), wahle n = n(7) fir hinreichend grofses 7 und beachte, dass

Jntiy = fm — f — fm fiir i — oo punktweise fast tiberall.

Dann gilt

I = full? = /u )P du(z)
/hmnz ~ fu(@)] dn()

1—00

< hmlnf/ |fnl — fm(x)’p dp(z)

1—00

= hirgglfon(i) - mez
<e?,
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also
If = fmll, <& fiivalle m > N(e).

Es gilt

11l = W + (F = Fdll, < N Fmlly, + 117 = finll,, < 00,
also f € LP(u). Wegen |f = fmll, < e fiir hinreichend grofes m folgt abschliefend auch
1f = Full, == O

Im Beweis des Satzes von Fischer-Riesz haben wir auferdem gezeigt (zumindest fiir
p < 00):

Satz 7.10. Sei p € [1,00] und es konvergiere f, = f in LP(u) beziiglich []|,- Dann
gibt es eine Teilfolge (f,(;))ien, die fast iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Bemerkung 7.11. Ohne Ubergang zu einer Teilfolge ist Satz 7.10 im Allgemeinen falsch.

Korollar 7.12. Der Banachraum L?(j) ist ein Hilbertraum beziiglich des Skalarprodukts

0= [ J@g dno)
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Teil II.
Vektoranalysis

8. Die klassischen Satze von Gauft und Stokes

Motivation 8.1. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt

b
/ Fla)dz = F(b) — F(a)

fiir stetig differenzierbares F' : R — R. In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage
beschéftigen, ob es hoherdimensionale Analoga davon gibt. Es wird sich zeigen, dass es
solche Analoga gibt, falls wir den Hauptsatz korrekt interpretieren: Schreibe I = [a, b,
nenne 0/ = {a, b} den Rand von /. Dann ist

F(b) — F(a) = /a o

wobei die Vorzeichen der Orientierung des Randes entsprechen. Der Hauptsatz besagt

dann
/F’:/aF:/F
I I aI

also: Das Integral iiber ein “Gebiet” der Ableitung einer Funktion ist das gleiche wie das
Integral iiber den Rand des Gebietes der Funktion. Dies gilt auch im Hoherdimensionalen,
aber J muss richtig interpretiert werden.

Beispiel 8.2 (Satz von Gauk). Sei F': R" — R" mit F' = (F,..., F,) fir F; : R" - R
ein Vektorfeld. Betrachte die Divergenz von F":

8F2 or,
di .
iv( Z &EZ 0xy 0332 et ox,,’

dann ist div(F') : R” — R ein Skalarfeld. Was ist

/ div(F)dV = / div(F)dz ... dz,

M M

iiber eine “n-dimensionale” Menge M C R"? Betrachte den Spezialfall n = 2, weiter sei
M = @Q ein Rechteck mit Q = [ay,b1] X [az,by] C R2. Dann gilt

=(F,—e1)(a1,72)

aFl ba ——N .
—de'1 d&?g F1<bl,132) —Fl(al,l’g) dl’g = <F, n> dSL’Q,
ax 1 N—— Vertikaler

az
=(F,e1)(b1,z2) Rand von Q

wobei 7 der Normalenvektor auf dem Rand sein soll, und analog

=(F,—e2)(z1,a2)

OF, b1 —_—
// —d(L’l dl’g / FQ(ZEhbg) —FQ(ZEh(lg) dl’l = / <F, ﬁ) dl’l.
8932 —— Horizontalg

ai
dxs dzy —(Fye2)(21,b2) Rand von
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Insgesamt gilt also

/ /Q div(F)dV = /a (R

das Integral links ist ein Volumenintegral, das Integral rechts ist ein Oberflachenintegral,
und 7 ist das Normalenvektorfeld auf dem Rand 0Q).
Dies gilt auch fiir allgemeinere M und beliebige n > 1.

Satz (Gauf). Sei M C R" “hinreichend schén” und F' : M — R” “hinreichend glatt”.

Dann gilt
/div(F)dV:/ (F,11)dS.
M oM

Das Integral links ist das Volumenintegral beziiglich des n-dimensionalen Lebesgue-Mafses,
das Integral rechts ist das Oberflachenintegral beziiglich des (n — 1)-dimensionalen indu-
zierten Lebesgue-Mafses auf 0M.

Beispiel 8.3. (1) Sei F(z) = z, also Fi(z1,...,2,) = x; und somit

dlF) = Y G =Y

Dann sagt der Satz von Gaufs

/ndV:/ (x,1)dS,
M oM

n/\”(M):/ ndv = [ (x7)ds.
M oM

also

(2) Betrachte M = B(0,r), dann ist OM = S"~! die Kugeloberfliche. Da x und 7
parallel sind, gilt (z,7) = ||z||||7Z]| = . Damit ist

/ (2, 7) dS = r - AP(SPY).
oM

In diesem Spezialfall liefert der Gauf’sche Integralsatz also die Beziehung

r
A(B(0 = — .\ s,
(BO.7) =~ X
n | A"(B(0,r)) | £ A(sm
1 2r -2
2 2 g - 27r
3 %m’?’ g - Amr?

Beispiel 8.4 (Physikalische Interpretation vom Gaufs’schen Integralsatz).

(1) Sei F ein stationédres (also zeitunabhéngiges) Geschwindigkeitsfeld einer inkompres-
siblen Fliissigkeit. Die Divergenz von F' entspricht Quellen beziehungsweise Senken
des Feldes, also Orten an denen Teilchen erzeugt oder vernichtet werden. Dann

bedeutet
/ div(F)dV = / (F, ) dS,
M oM

dass die Gesamtmenge von erzeugten- und vernichteten Teilchen (links) dem Fluss
durch den Rand von M (in Normalenrichtung) entspricht (rechts).
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(2) In der Elektrostatik sei F' ein elektrisches Feld E. Nach der Maxwellgleichung gilt
div(E) = p, wobei p die Ladungsdichte sein soll. Dann bedeutet

/ div(E)dV = [ (B,#)ds,
M oM

dass die Gesamtladung in M (links) dem Fluss des elektrischen Felds durch den
Rand von M (in Normalenrichtung) entspricht.

Beispiel 8.5 (Satz von Stokes). Fiir n = 3 gibt es fiir ein Vektorfeld F' : R® — R3 mit
F = (Fy, F, F3) eine weitere wichtige Ableitungsoperation, ndmlich die Rotation®!

ot(F) i (OFs _OF: OF1 _OF; 0F, OF
' T 8@ 8%3’ 81’3 8x1 ’ 8951 al’g )

Die Rotation rot(F) : R — R? ist auch ein Vektorfeld.”” Es gibt eine interessante Um-
formulierung von [,, rot(F)dV, aber nur, wenn iiber ein zweidimensionales M integriert
wird. Sei nun wieder M = @ ein Rechteck eingebettet in die x;-zo-Ebene in R3. Ist S
der Normalenvektor auf @), also in x3-Richtung, und 7 der Einheitstangentenvektor vom
Rand, so gilt

/Q (rot(F), dS) — / / (0t (F)), dz; day

B oF, OR

= /(Fg(bl,xg) — Fg(al,xg)) dl’g — /(Fl(l'l,bg) — F1($1,a2)> d.ﬁ(:l

_ /BQ(F, ) ds,

da die Integrale in der vorletzten Zeile iiber den Rand von @ in Tangentialrichtung vom
Rand gehen. Dies gilt nun wieder fiir allgemeineres M, aber trotzdem nur fiir n = 3.

Satz (Klassischer Satz von Stokes). Sei n = 3, M C R? eine “hinreichend schéne” zweidi-
mensionale Flache und F : V' — R “hinreichend glatt”, wobei V' offen und V 2 M. Dann
gilt
/ (rot(F), dS) / (F.7)ds,
M oM

wobei das Integral links das Oberflachenintegral iiber die Flache M senkrecht zur Flache
M und das Integral rechts das Kurvenintegral iiber die zur Randkurve tangentialen Kurve
sein soll.

Beispiel 8.6. Sei M = B(0,1) in der z;-zo-Ebene mit Kreisrand M = S'.

(1) Sei F(x) = x, also F(xy, 12, 23) = (11,2, x3) fiir alle (21,79, 23) € R3. Dann ist
rot(F) =0, also [, (rot(F), dS) = 0. Weiter ist F' senkrecht auf der Kreislinie, also
ist (F,7) =0 und [,, (F,7)dS =0.

24Englisch: curl.

n) _ n(n—1)

25Dies funktioniert nur fiir n = (2 5— also gerade fiir n = 3.
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(2) Sei F(x1, 29, 73) = (22, 22129 + 71, 23). Der Tangentialvektor 7 am Kreis zu (zy, x9)
ist (—xq, 1), also ist

(F,7) = (21, 22122 + @1, 23), (—T2, 21,0)) = —23m0 + 22720 + 27 = 231 + 27,

Die Integration von dS iiber S' berechnen wir in Polarkoordinaten z; = sin(y) und
xo = cos(y). Dann gilt

/3M<F’ TydS = /027r (sin®(y) cos(p) + sin®(p)) dp = /027r sin(¢) dyp = 7.

Fiir das zweite Integral brauchen wir

0F, OF
(rOt(F))SZ8_m_8_(L;:2x2+1_O:2x2+17

also gilt

/ (rot(F), dS) = / (2x9 + 1) dzy day = / 1dzy dag = 7.
M B(0,1)

B(0,1)

(3) Die Maxwell-Gleichungen beschreiben den Zusammenhang der elektrischen Feld-
stdrke E und der magnetischen Flussdichte B. Unter anderem gilt rot(FE) = —%—f,
es folgt das Induktionsgesetz

d
dt Jy

(B, dS) — / (rot(E), dS) = / (E,7)dS.

M

Die linke Seite beschreibt die Anderungen des Flusses des Magnetfelds durch S, die
rechte Seite das elektrische Feld entlang des Randes von S und damit den induzierten
Stromfluss.

Bemerkung 8.7. Das Vorangegangene fiihrt auf diverse Fragen. Manche davon sind
technischer Natur:

e Welche Mengen und Fliachen kommen als Integrationsbereiche in Frage?
e Was ist der Rand OM einer solchen Flache M?

e Wie kénnen wir die Vorzeichen (die “Orientierung”) von Normalen und Tangenten
zu Flachen konsistent festlegen?

e Wie ist die Integration tiber M und OM definiert?
Andere sind konzeptioneller Natur:
e Wie kann man den Satz von Stokes verallgemeinern auf Dimensionen n > 37

e Sind die Sdtze von Stokes und Gaufs vielleicht nur Spezialfille eines allgemeineren
Satzes?

Die Beantwortung dieser Fragen wird auf den allgemeinen Satz von Stokes fithren. Die
Formulierung davon benétigt allerdings das Konzept von Differentialformen.
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9. Differentialformen vom Grad 1 und Vektorfelder

Sei U C R" offen und f : U — R differenzierbar. Die Ableitung d f(z) von f an einer Stelle
x € U (die wir in der Analysis I mit D f(z) bezeichnet haben) ist eine lineare Abbildung
R™ — R, die f in der Ndhe von x am besten approximiert, also df(z) € L(R",R). Man
nennt (R")* := L(R™,R) auch den Dualraum von R™.*

Definition 9.1. Sei U C R" offen. Eine Differentialform vom Grad 1 (oder Pfaff’sche
Form) ist eine Abbildung von U in den Dualraum (R")* von R".

Bemerkung 9.2. Seien z4,...,x, die Koordinatenfunktionen auf U, das heifst
z;:R" >R, (z1,...,20) = 2,

dann sind die dz; = e; die kanonischen Basisvektoren in (R™)*, denn: Sei e; der j-te
kanonische Basisvektor von R", dann gilt

dzi(e;) 1, fallsi=j,
Tri\e;) =
! 0, fallsi# j.

Proposition 9.3. Fiir jede Differentialform w vom Grad 1 auf U existieren eindeutig
bestimmte Funktionen py,...,p, : U — R, so dass

w(z) = Zpl(x) dz; firalle zeU.
i=1

Definition 9.4. Eine Differentialform w vom Grad 1 auf U heilt messbar/stetig/ diffe-
renzierbar, wenn py, ..., p, messbar/stetig/differenzierbar sind. Die Differentialform w hat
kompakten Triger, wenn py, ..., p, kompakten Triger haben.

Definition 9.5. Seien w,w’ Differentialformen vom Grad 1 auf U und f : U — R eine
Funktion, so definieren wir w + w’ und fw durch

(w+w)(z) =w(x)+w(x) und (fw)(z):= f(z)w(z) firalle xeU.
Definition 9.6. Sei U C R" offen. Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung v : U — R".

Definition 9.7. Sei e4, ..., e, die kanonische Basis des R". Fiir jedes Vektorfeld v auf U
existieren eindeutig bestimmte Funktionen ¢; : U — R, so dass

v(x) = Zqi(x)ei fir alle x e U.
i=1

Das Vektorfeld v heifst messbar/stetig/differenzierbar, falls qi, . . ., g, messbar /stetig/dif-
ferenzierbar sind. Vektorfelder kénnen addiert und mit Funktionen multipliziert werden.
Fiir @ € (R")* und w € R™ schreiben wir (o, w) := a(w).?” Ist w eine Differentialform
vom Grad 1 und v ein Vektorfeld, so liefert das Skalarprodukt (w,v) = w(v) eine Funktion
mit Werten in R.

26Da, R™ ein n-dimensionaler R-Vektorraum ist, ist jede lineare Abbildung ¢ : R® — R eindeutig durch
die Bilder der Standardbasisvektoren ey, ..., e, festgelegt, also konnen wir g mit (g(e1),...,g(en))
und somit (R™)* mit R™ identifizieren.

2"Wir schreiben die Elemente von R™ als Spaltenvektoren und die dazu entsprechende lineare Abbildung
als Zeilenvektor.
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10. Differentialformen hoherer Ordnung

Definition 10.1. Sei E ein Vektorraum iiber R. Eine Multilinearform vom Grad p (kurz:
p-Linearform) ist eine Abbildung « : szl E — R, die linear in jeder ihrer p Variablen
ist. Eine p-Linearform « heifst alternierend (oder antisymmetrisch), falls

a(vr, .o Uy Uy ) = —a(V1, - U, U, Uy)

fir alle 4,5 € {1,...,p} mit ¢ # j. Die Menge aller alternierenden p-Linearformen auf F
bezeichnen wir mit A" E*.

Bemerkung 10.2. Fiir jede alternierende p-Linearform « und jede Permutation 7 von
{1,...,p} gilt
Oé(Uﬂ—(l), c ?Uﬁ(p)) = Sgn(ﬂ-)&(vlv e >Up)7

wobei sgn das Signum einer Permutation bezeichnet, d.h.

L,

(%) 7 ist Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen,
sgn(m) =
s —1, = ist Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen.

Satz 10.3. Sei « eine beliebige p-Linearform auf E. Setze

Bor, - vp) =Y sgn(0)a(Voy, - - Volr),

€Sy
wobei S, die Menge der Permutationen von {1,...,p} bezeichne. Dann gelten:
(1) p ist alternierend.
(2) Falls « alternierend ist, so ist § = pla.

Beweis. (1) Sei m € S,. Wegen sgn(om) = sgn(o) - sgn(m) gilt

ﬂ(vﬂ(l)a s 7U7T(p)) = Z Sgn(a)a(vm(l), s 7U0’7T(p))

oE€Sy

= sgn(m) Z sgn(om)a(Vor(1), - - - » Vor(p))

omESy

= sgn(m)B(vy, ..., vp),
also ist [ alternierend.

(2) Ist « alternierend, so gilt wegen |S,| = p! schon

B(vr,...,0p) = Z sgn(0) U (Vs(1), - - -, Vo(p)) = Z segn(o)a(vy, ..., vp)

o€Sy 0ES)

= pla(vy, ..., vp). O
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Definition 10.4. Sei « eine p-Linearform auf £ und f eine ¢-Linearform auf E.

(1) Esist @ ® § eine (p + ¢)-Linearform auf E, wobei

(@@ B)(v1,...,0p, w1, ..., we) = a(v1,...,0,)B(w,...,w,).

(2) Sind « und S alternierend, so wird ihr duferes Produkt o A 3 definiert durch

1
(aA@@h~w%ﬂ%=5@ > sen(malveqy, - a() B(Unipin),

.. ,Uw(p+q)).
TESptq

Beispiel 10.5. Seien e} = (1,0,...,0), e5 = (0,1,0,...,0) € (R™)*. Dann ist

* * * * * *
e1Ney, =€ Qe —e;,Qey.

Satz 10.6. (1) Seien « und f alternierende Multilinearformen, dann ist auch a A
alternierend.

(2) Es gelten:

(a) Fir alle alternierenden p-Linearformen o und o/ sowie alle alternierenden g-
Linearformen 8 und 3’ gelten die Distributivgesetze

(a+dYAB=aAB+d' AB und aA(B+8)=aAB+aAf

(b) Das dufere Produkt ist assoziativ, das heifst fiir alle alternierenden Multiline-
arformen «, 5 und v gilt

(@AB)Ay=aA(BAY).

(c) Ist « eine alternierende p-Linearform und [ eine alternierende g-Linearform,
dann gilt

BAa=(—1)anp.
Beweis. (1) Folgt aus Satz 10.3.

(2)

(a) Folgt aus der Bilinearitdt der Formel in der Definition des duferen Produkts.

(b) Seien « eine p-Linearform, ( eine g-Linearform und + eine r-Linearform. Dann
ist a A (B eine (p + ¢)-Linearform und es gilt

((a A B) /\7)(1}1,.

T
1
= (p + q)'r' Z Sgn(ﬂ-) (Oé A ﬁ) (Uﬁ(l)a s o 7U7r(p+Q))’y(U7r(p+q+1)a cee 7U7r(17+q+r))
© mESpigtr
1
= W Z SN (7)Y (Vr(ptqt1)s - - - s Un(ptqtr))
© O mESpigtr
1
. p|_q' Z Sgn(a)a(vﬂg(l), ce ,Uaﬂ(p))ﬂ(vaw(p+1), ce ,an(p+q)).
7 0€Spig
Setze jetzt

(0) orn(i), falls (i) <p+q,
7(i) :=
w(i), falls 7(i) > p+q,
o7



dann ist 7 € Sp4 44, mit sgn(7) = sgn(m) sgn(c) und

Z Z .=+ Z

TESptg+r TESp+q TESptgtr

Folglich gilt

1
(@A B) AV (W1, s Vpigir) = ] Z Sgn(T)(Vr(1); - Vr(p))
par TESptqtr
’ B(UT(erl)a <. 7UT(p+q))
’ 7(”7(p+q+1)7 s 7UT(p+q+T)>'

Durch eine analoge Rechnung erhélt man den gleichen Ausdruck fiir
aN(BAY)(v1,. .. Uprgr)-
(c) Esist
(BAa)(vr,-. ., vg1p) = (@A B)(Ur(1), - -, Un(peg))
= (=) (a A B)(v1, ..., Uptq)

mit der Permutation

o 1 ... p p+1 ... pt+gq
qg+1 ... g+p 1 ce. D ’

die als Produkt von p - ¢ Transpositionen geschrieben werden kann und somit
sgn(m) = (—1)P7 erfiillt. O

Bemerkung 10.7. Wie im Beweis zu Satz 10.6(2)(b) zeigt man: Sind «y, ..., o, alter-
nierende Multilinearformen, wobei o; vom Grad p; ist, so gilt mit p :=> """ p;

ar A A ag (v, .., 0p)

1
ol ] Z sgn () (Un(1), - - -, Un(py)) ** * O (Vn(p—pm+1)s - - - V() -
P1t ... Pm! xcS,

Satz 10.8. Seien E ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Dann gelten:

(1) Der Raum der alternierenden p-Linearformen iiber E ist ein Vektorraum der Di-
mension (Z)

(2) Sei ey, ..., e, eine Basis von E und €], ..., €} die zugehdrige duale Basis von E*.*°
Dann bildet
{ennen.ne |1<ii<iz<...<iy<n}

eine Basis der alternierenden p-Linearformen tiber FE.

*Es gilt also e%(e;) = dy.
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Beweis. Fiir alle 1 < j; < jos < ... < jp <ngilt

1, ix = g fir alle &,

0, sonst,

(6:1 VAN /\e:p)(ejl,...,ejp) = {

also sind ¢; A ... Ae; linear unabhéngig.
Sei nun « eine alternierende p-Linearform, dann ist a eindeutig bestimmt durch die
Werte a(e;,, ..., e;,) fiir beliebige 1 <y, ...,1, < n. Falls i, =i, = ¢ fiir k& # {, so ist

A(Ciyy ey iy Ciyns€i)) = =€y €y €6,

und somit ist a(e;,,...,€;...,€;...,¢,) = 0. Aus diesem Grund brauchen wir nur die
Werte afe;,, ..., e;,) auf Basisvektoren mit paarweise verschiedenen Indizes. Durch Ver-
tauschen von Argumenten kann solch ein Wert aber durch einen Wert ausgedriickt werden,
fiir den iy < iy < ... <, gilt, also reicht es, a(e;,, ... e;,) im Fall iy < iy < ... <ip zu
kennen. Dann gilt aber

* *
a= E aleiy, .. i )en A A€ O

1<i1<..<ip<n

Definition 10.9. Sei U C R" offen. Eine Differentialform vom Grad p (oder p-Differen-
tialform oder nur p-Form) auf U ist eine Abbildung

w : U — {alternierende p-Linearformen auf R"} .

Die Menge aller p-Formen auf U bezeichnen wir mit QP(U).

Bemerkung 10.10. Die Differentialformen vom Grad p konnen punktweise addiert und
mit reellen Funktionen multipliziert werden. (Vergleiche Definition 9.5 fiir p = 1.)

Definition 10.11. Seien w; und wy Differentialformen vom Grad p; beziehungsweise p,
auf U. Das dufere Produkt wy A we (oder wyws) ist definiert durch

(w1 Aws)(x) :=wi(x) Awe(x) fiiralle x e U.

Bemerkung 10.12. (1) Sind w; und wy Differentialformen vom Grad p; beziehungs-
weise po, dann ist wy A we eine (p; + po)-Differentialform.

(2) Sind wy,w] pi-Differentialformen, wy, w) po-Differentialformen, ws eine p3-Differen-
tialform und f : U — R eine Funktion, so gelten folgende Rechenregeln:
(1) (w1 + wp)ws = wiwg + Wiws.
(i) wi(wa + wh) = wiwg + wiwh.
(il) (fwr)ws =wi(fwz) = f - (wiws).
(iv) (wiws)ws = wi(waws).
(V) wowy = (—1)PP2w;ws.
Notation 10.13. Geméls Bemerkung 9.2 schreiben wir fiir die kanonische duale Ba-

sis e],...,e; des R" auch dzy,..., dz, und somit fiir die Basis der alternierenden p-
Linearformen aus Satz 10.8 auch ef A--- A€} =dwzy, - -+ da;,.
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Proposition 10.14 (und Definition). Jede Differentialform w vom Grad p auf U besitzt
eine eindeutig bestimmte Darstellung der Form

W = E Giy..ip, ATy -+ dy

1<i1<..<ip<n

wobei g;,.;, : U — R. Die Differentialform w heifit messbar/stetig / differenzierbar, falls
alle g;,..;, messbar/stetig/differenzierbar sind.

Beispiel 10.15. Seien n = 3 und U = R®. Wir bezeichnen dann
de =dz; =e], dy=day=¢; und dz=dz;=ej.
Sei
wi(x,y, z) == 2* dy dz + cos(z) dw dz

eine 2-Form und
wo(z,y,2) == xdr+ 2dy + ydz

eine 1-Form. Wegen
dydzder = —dydrdz = drdydz und drdzdy = —dxdydz

sowie

drdzdr = dydzdy = dydzdz = dedzdz =0
gilt

(w1 Awo)(z,y,2) = 2° dydzda + cos(z)r dr dzdz + 2?2 dy dz dy
+ cos(2)zdr dzdy + 2*y dy dz dz + cos(z)y dz dz dz
= (2° — zcos(z)) de dy dz.

Bemerkung 10.16. (1) Ist w eine p-Form, so gilt ww = (—1)PPww. Ist p ungerade, so
folgt w A w = 0.

(2) Die einzige p-Form fiir p > n ist 0. Sind w; und ws Differentialformen vom Grad p;
beziehungsweise py mit p; + p2 > n, so gilt wy A wy = 0.
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11. AuRere Ableitung von Differentialformen

Motivation 11.1. Sei U C R" offen. Eine 0-Form auf U ist eine Funktion f : U — R.?
Falls f differenzierbar ist, so ist die Ableltung df = Df : U — (R")* eine 1-Form mit
Koordinatendarstellung d f S 8:0 L ;. Wir haben also einen Ableitungsoperator von
den 0-Formen in die 1-Formen. Diesen wollen wir jetzt auf beliebige p-Formen ausdehnen.

Definition 11.2. Sei
w = Z Giy.ip ATy - day,.

1<i1<...<ip<n

eine differenzierbare p-Differentialform auf U. Die duflere Ableitung dw ist dann gegeben
durch

dw = Z dgi, .., dw;, - -+ day, .

1<i1 <...<ip<n

Beispiel 11.3. (1) Seien n = 2 und w := fdz + gdy fiir Funktionen f,g : R? — R.
Dann ist

dw = dfdx+ dgdy = (%daﬁl—%dy) dx + (ggd +gy) dy

0 dy
of of dg dg
aId:c'd:t:—i—ayd dx—l—8 dgcdy—l—(9 dy dy
(99 Of
= (83: (9@/) dz dy.

(2) Seien n =3 und w(z,y, z) := z*dr + ydz. Dann ist
dw = d(z*)dz + dydz = (2vdz + 0dy + 0dz) dz + dy dz = dy d=.

Bemerkung 11.4. (1) Eine p-Differentialform wird unter der &ufseren Ableitung auf
eine Differentialform vom Grad p + 1 abgebildet.

(2) Die dufere Ableitung ist linear: d(w; + wq) = dw; + dwy fur alle Differentialformen
wi und wo vom gleichen Grad.

Satz 11.5. Seien w; und w, differenzierbare Differentialformen vom Grad p beziehungs-
weise ¢. Dann gilt
d(wiws2) = d(wy)wz + (—1)Pw; d(ws).

Beweis. Wegen der Linearitdt der dufseren Ableitung geniigt es, die Behauptung fiir Dif-
ferentialformen w; = fdx;, ... dr;, und wy = gdxy, ... dz;, zu zeigen. Laut Analysis II
gilt
d(fg) = (df)g + f(dg),
also
d(wi Awg) = d(fday, - -~ day,gdwj, - - - dxy,)
=d(fg)dw;, --- da;, day, - - - day,
= (df)gda;, --- dw;, dxj, - - - doj, + fdgdw,, --- dx;, dwj, - - - da,
=d(f)dw;, --- day,gday, - - - day, + (=1)P fday, - - - day, dgday, - - - da,
= dw; Awy + (—1)Pw; A dws. O

29Eine 0-Linearform auf E ist eine lineare Abbildung w : E° — R, wobei E° =~ R.
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Satz 11.6. Sei w eine zweimal stetig differenzierbare Differentialform vom Grad p. Dann
ist d(dw) = 0.

Beweis. Wegen der Linearitdt der d&ufieren Ableitung gentigt es, Differentialformen w der
Form w = fdz; ... dx;, fiir beliebige geordnete Indizes 1 < iy < ... < i, < n zu
betrachten. Die dufsere Ableitung von w ist in diesem Fall

dw =dfdxz;, ... dr;, = wiw;

fir die 1-Differentialform w; := df und die p-Differentialform w, := dz;, ... dx;,. Dann
gilt
d(dw) = d(wywy) = d(w;)ws + (—1)'w; d(ws)
(df) A\ df,Eil R dl'ip + (—1)1 df A d(d.’ll'“ . dl’ip)
(df) VAN dZL‘Z‘l ce de’ip,

d
d

da d1 = 0 und somit d(dz;, ... dz;,) = 0. Weiterhin gilt df = >"" 9L dz; und somit

1=1 Ox;
B n 8f B n o n an

i=1 j=1
2 2
1<jei<n. 8%8% ij 81’1 g

=0

nach dem Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen aus Ana-
lysis II. Es folgt d(dw) = 0. O
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12. Stammfunktionen von Differentialformen

Definition 12.1. Sei U C R” offen und w eine stetige p-Differentialform auf U.

(1) Eine Differentialform o vom Grad p — 1 auf U heift Primitive oder Stammfunktion
zu w, falls w = da. Die Differentialform w heifst ezakt, falls sie eine Stammfunktion
besitzt.

(2) Die Differentialform w heifit geschlossen, falls dw = 0 ist.

Bemerkung 12.2. (1) Ist w exakt mit Stammfunktion «, so gilt dw = d(da) = 0,
also ist w geschlossen. Die Differentialform w = dx + x dy ist nicht geschlossen, da
dw = dxdy # 0, also auch nicht exakt.

(2) Im Folgenden werden wir uns mit der Frage beschéftigen, unter welchen Bedingun-
gen die Umkehrung gilt, das heifit unter welchen Bedingungen geschlossene Differen-
tialformen auch exakt sind. Wir werden sehen, dass die Umkehrung im Allgemeinen
nicht gilt, fiir hinreichend “schéne” Gebiete U allerdings schon.

Beispiel 12.3. Betrachte auf U = R?\ {0} die Differentialform vom Grad 1

Z Y

dy — dx.
x2+y2 Yy x2+y2

w(z,y) ==

Die Differentialform w ist geschlossen, denn

2 2 2 _ 2 2 2 2,2
y*—x -y y:—x =y
dw = dedy — ———S=dydx = derdy =0
o= g e Gy = (gl + ) 4o
aber w ist nicht exakt: Angenommen, es gilte w = df fir f : U — R, also w habe die
Darstellung
of of
=—d —dy.
w B T+ Dy Y
Fiir diese Funktion f miisste dann
af Y of x
- =— und — = ———
Ox x? + 1 oy 2+ y?

gelten. Betrachte die Abbildung
g:R—=>R, t— f(cos(t), sin(t)).

Es ist g stetig und periodisch auf R, also nimmt ¢ in einem t; € R ihr Maximum an;
folglich gilt ¢'(ty) = 0. Es ist aber

/ of dx Of dy sin(t)
)= 25— =
IO =50 @ Ty T sk ¢ co)

cos(t)
sin?(t) + cos?(t)

- (—sin(t)) +

cos(t) =1

fiir alle t € R, also kann es keine solche Funktion f geben.

Definition 12.4. Eine Teilmenge U C R" heifst sternformaig, falls es einen Punkt z € U
gibt, so dass fiir jedes x € U die direkte Verbindungsstrecke zwischen z und z vollstindig
in U liegt.*’

30Formal: Fiir die Abbildung v : [0,1] — R", t — 2z + t(z — 2) gilt v([0,1]) C U.
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Jedes konvexe Gebiet ist sternformig, jedes sternférmige Gebiet ist wegzusammenhén-
gend.?!

Lemma 12.5 (Poincar¢). Sei U C R” offen und sternformig. Dann ist jede geschlossene
Differentialform beliebigen Grades p > 1 exakt: Ist dw = 0, so existiert eine (p — 1)-
Differentialform « mit w = da.

Beweis. Sei zunéchst p = 1 und somit

W= Zn: gi dz;
i=1

fiir geeignete g; : U — R. Ohne Einschrédnkung sei der spezielle Punkt fiir sternférmiges
U der Punkt z = 0. Die Beweisidee ist, die Funktion w(t,z) := w(tz) fir ¢t € [0,1] zu
betrachten und diese Funktion entlang der Verbindung von z zu z zu integrieren, also

einem Ausdruck der Gestalt )
a = / w(tx)
0

Sinn zu geben. Formal entwickeln wir in Differentialen und beriicksichtigen nur Terme,
die dt¢ enthalten:

= gilte)d(tw;) = Zgz (tz)(dt - z; + ¢ - da;)

=1

= Z gi(tx)z; dt + Z tgi(tx) dx;.
1=1 i=1

Wir nehmen davon nur den ersten Term und definieren somit den Kandidaten « fir die
Stammfunktion von w durch die 0-Form

1 n
:/ Zgi(tx)a:i dt
0 \i=1
Es gilt

0=dw= Z dg; dx; = Z Z 0g: d:z:] dz; = Z (gi; giﬁ) da; day;

i=1 j=1 1<j<i<n

da die dz;dz; fiir 1 < j <4 < n linear unabhéngig sind, folgt 3 897 = (,(3—‘2 fiir alle ¢ # 7.
Dann ist « eine Stammfunktion von w, weil

:/ Z d(gi(ta)z;) dt = / ( <8gz(tx) ~wi+gi(tx)§z> dxj> dt

:/ (zn: (Z agéi; ) z;dz; + g;(tx) d@)) dt

j=1 \i=1

:/0 (Z (?t (g;(tx)t )d%') dt

_Z[gf (tz) ]t 0 Zg] )dz; = w(z).

31Ein topologischer Raum X ist wegzusammenhingend, wenn es fiir alle z,y € X einen Weg von z nach
y gibt, also eine stetige Abbildung p : [0,1] — X mit p(0) = = und p(1) = y.
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Fiir p > 1 setzt man die Darstellung

w(z) = Z iy ..i, AT, -

1<i1<..<ip<n

an und wéhlt fir o analog zum Fall p = 1 den Ansatz

= /Olw(m).

Wegen d(tz;, ) = dt - z;, +1t-dz;, gilt

w(tr) = Z Gir..iip (t2) d(tas, ) ... d(tas,)

1<i1<..<ip<n

=dt A Z Xp: gi1...ip (tl’)tpil dl’il c.

1<iy <...<ip<n k=1

+ Terme ohne dt,

wir setzen also

.. d$7;p

Cdag . dag g, (1)

a() = > i(—l)klxik </Olgilmip(tx)tpldt) Az, ... dery ... day,.

1<i <...<ip<n k=1

Dann rechnet man analog zum Fall p = 1 (nur um einiges aufwéndiger) nach, dass do = w

gilt.
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13. Transformation von Differentialformen unter
differenzierbaren Abbildungen

Definition 13.1. Seien U C R™ und V' C R” offen. Weiterhin sei ¢ : U — V stetig
differenzierbar und w eine p-Form auf V mit 0 < p < n. Dann ist die mit ¢ zurickgeholte
p-Form ¢*w auf U definiert durch

((p*w) (@) (v1, -, vp) = w(p(2)) (¢ (7)1, ... @ (2) - V)
fir alle x € U und alle vq,...,v, € Rm™ 32

Man bezeichnet die Abbildung ¢* : QP(V') — QP(U) auch als Riicktransport oder Pull-
back entlang .

Proposition 13.2. In der Situation von Definition 13.1 gilt:
(1) " (w1 +ws) = " (w1) + ¢*(w2) fiir alle wi, wy € QP(V)).
(2) (w1 Aws) = " (wr) A p*(we) fiir alle wy € QP(V) und alle wy € QI(V).
(3) Falls p=1und w =df € QYV) fiir eine Funktion f: V — R, so ist

p'w=d(fop).
(4) Falls
W = Z Giq...ip dﬂ?il R dSCZ'p,
1<i1 <...<ip<n
so ist

PW = Y. (Gueio@)d@, 0p) ... d(w;, 09),

1<i1<..<ip<n

wobel z; : R® — R die i-te Koordinatenfunktion ist.
Beweis. (1) Klar.
(2) Fiir alle x € U und alle vy, ..., v,4, € R™ gilt

(90*<w1w2)(x)) (Ub ce ’Up-&-q)
= (((,ulwg) (4,0(;17))) (go'(as) U1, 0 () - vp+q)

:p!Lq! > sen(mwn (0(2) (¢ (@) - vrys -0 @ (@) - vagry)
TESpiq
cwa (0(2)) (') - Va(pary, -+ ' (2)  Vnpig))
=L Y s )@ vr)

TESptq
(9" w2) (@) (Unpr1)s - Vn(pra))

= (o) A () (0 ).

also " (w1 A ws) = @"(w1) A " (w2).

32Im Fall p = 0 hat man p*w = wo @.
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(3) Mit w=df =Df gilt
d(f e @)(x) = df(p(x))¢'(x) = ¢"(df)(z) = pw(z) firalle z €U,
denn wir haben
f: V=R, p: U=V, fop:U—R

und
w(z) = df(z) = grad f(z) € R,
Etwas préziser: Fir w = (&,...,&,) € R™ ist

w(x)(w) = grad f(z w—Zaxz )&,

insgesamt haben wir also
d(f o @) (z) = grad(f o p)(z) = grad f (¢(x)) - ¢'(2),
also fiir v € R™
d(f o p)()(v) = grad f(o(z)) - (¢'(z) - v) = w(p(2)) (¢'(2) -v) = " (W)(@)(v).
(4) Laut (1) reicht es, Differentialformen w = g;, ;, dz;, ... dz;, zu betrachten. Es gilt
O (i iy - dwy,) = O™ (i) " (A, ) 0" ()
Gir.ip 0 0) A5, 0 @) ... d(w;, 0 p). O
Beispiel 13.3. Betrachte die 2-Form
w(xy, 9, x3) 1= x1 drg dog + 2o dog day + x5 day day

in R3. Hole diese zuriick nach R? mit der Abbildung

o1 (u, v) cos(u) cos(v)
0:R* = R®  (u,v) = [ @a(u,v) | := [ sin(u) cos(v)
3(u, v) sin(v)

Die Abbildung ¢ parametrisiert die Kugeloberfliche S? durch sphirische Koordinaten u, v.
Wegen dp; = d(z; o p) = ¢*(dz;) gilt laut Proposition 13.2

P'w = (r10@)d(z20p)d(r300) + (120 90)d(T30 90)d(T1 0 ¢0)
+ (230 ) d(z100)d(T2 0 00)
= @1 dpa dps + w2 dps dpy + w3 depy deps.

Fiir die Differentiale der ; erhalten wir

8(101 Oy

dey = rm du + Do dv = —sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv,

dgy = 8;2 du + % dv = cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv  und
3@3 3 -

des = By du + 5 dv = cos(v) dv,
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also
deps dips = (cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv) cos(v) dv = cos(u) cos*(v) dudv,

dz dgr = cos(v) dv(— sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv) = — cos?(v) sin(u) dv du
= cos?(v) sin(u) du dv,
und
dg1 dps = (—sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv) (cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv)
= sin®(u) cos(v) sin(v) du dv — cos?(u) sin(v) cos(v) dv du
= (sin*(u) cos(v) sin(v) + cos®(u) sin(v) cos(v)) du dv
= cos(v) sin(v) du dv.
Fiir die zuriickgeholte Form erhalten wir somit
P w(u, v) = @1(u, v) dpy dps + pa(u, v) des der + @3(u, v) dpr des
= cos(u) cos(v) cos(u) cos®(v) du dv + sin(u) cos(v) cos?(v) sin(u) du dv
+ sin(v) cos(v) sin(v) du dv
= (cos?(u) cos*(v) + sin®(u) cos?(v) + sin®(v)) cos(v) du dv
= (cos*(v) + sin*(v)) cos(v) du dv
= cos(v) dudw.

Héufig kiirzt man dieses Verfahren in der Notation ab: Wegen dy; = d(z; 0 ¢) = ¢*(dz;)
identifiziert man ¢; mit x;. Man schreibt dann dz; statt ¢*(dz;), etwa

dr, = % du + % dv = —sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv.

ou ov

(Formal ist das natiirlich nicht korrekt, da links eine Form im R? steht, die rechts als
Linearkombination von Formen im R? ausgedriickt wird.) Wie oben berechnet man dann
dwy, dos und die notigen dz; dz; und erhélt

o 'w(u,v) = x1(u,v) drg dos + x2(u, v) des dry + x3(u, v) dey dzg = ... = cos(v) du dv;
hierbei steht etwa x1(u, v) dzy dxs fiir
p1(u, v)" (dae) " (das) = (21 0 @) (u, v)@"(drs)e™(drs) = " (21 dry dus).

Beispiel 13.4. Betrachte die 2-Form w(z,y, 2) := xdydz + ydzdz + zdz dy in R3. Hole
diese zuriick nach R? mit der Abbildung

z(u,v) cos(u) cos(v)
0 :R* 5 R} (u,v) — | y(u,v) | := [ sin(u) cos(v)
z(u,v) sin(v)

Die Abbildung ¢ parametrisiert die Kugeloberfliche S? durch sphirische Koordinaten u, v.
Fiir die Differentiale erhalten wir

ox ox

o (dx) = u du + 0 dv = — sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv,
» Jy dy : )

o (dy) = ™ du + % dv = cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv  und
. 0Oz dz .

©*(dz) = e du + 7 dv = cos(v) dv,
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also
¢*(dy dz) = (cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv) cos(v) dv = cos(u) cos®(v) du dv,

¢*(dzdz) = cos(v) dv(—sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv) = — cos®(v) sin(u) dv du
= cos?(v) sin(u) du dv,
und
¢*(dz dy) = (—sin(u) cos(v) du — cos(u) sin(v) dv) (cos(u) cos(v) du — sin(u) sin(v) dv)
= sin®(u) cos(v) sin(v) du dv — cos?(u) sin(v) cos(v) dv du
= (sin®(u) cos(v) sin(v) + cos®(u) sin(v) cos(v)) du dv
= cos(v) sin(v) du dv.
Fiir die zuriickgeholte Form erhalten wir somit
o'w(u,v) = x(u,v)dydz + y(u,v) dzde + z(u,v) dz dy
= cos(u) cos(v) cos(u) cos?(v) du dv + sin(u) cos(v) cos?(v) sin(u) du dv
+ sin(v) cos(v) sin(v) du dv
= (cos*(u) cos*(v) + sin®(u) cos*(v) + sin®(v)) cos(v) du dv
= (cos*(v) + sin*(v)) cos(v) du dv

= cos(v) dudwv.

Satz 13.5. Falls w stetig differenzierbar und ¢ zweimal stetig differenzierbar ist, so ist
p*w stetig differenzierbar und es gilt

¢ (dw) = d(p*(w)).

Beweis. Sei

W= § iy T3y dz;,,
1<ir<...<ip<n
dann ist
dw = E dgz1 ..... ip d[Eil e dl’ip
1<i1<...<ip<n
und somit

= Z ©*(dgi,...i, )" (dxs, ) ... " (dxy,)

1<i1<...<ip<n

= Z d(iy,...i, 0 p) d(wsy 0 ) ... d(zi, 0 )

1<i1<...<ip<n

=d Z (gll ,,,,, ip o QO) d(ﬂf“ ) Sp) . d(%'p o @)

1<iy <...<ip<n

= dy"(w). O
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14. Flacheninhalt von parametrisierten Flichen

Definition 14.1. Sei I C R*. Eine Abbildung ¢ : I — R™ heikt differenzierbar /stetig dif-
ferenzierbar/. .., falls ¢ zu einer differenzierbaren/stetig differenzierbaren/... Abbildung
% : U — R" fortgesetzt werden kann, wobei I C U fiir eine offene Menge U C R,

Definition 14.2. Sei 0 < k < n. Eine k-dimensionale parametrisierte Fldche im R"
ist eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : I — R", wobei I C R¥ messbar. Fiir die
k-dimensionale parametrisierte Fliche notieren wir das Tupel (7, ¢).

Beispiel 14.3. (1) Stetig differenzierbare Kurven + : [a,b] — R" sind eindimensionale
parametrisierte Flachen.

(2) Fir r > 0 ist
¢ 0,7 x [-m, 7] = R, (s,t) — (rsin(s) cos(t), rsin(s) sin(t), r cos(s))
eine 2-dimensionale parametrisierte Fliche im R?, die Kugeloberfliche
{z eR®:|jz| =1}
der Kugel mit Radius r; vergleiche Beispiel 13.4.
Motivation 14.4. Was ist das Volumen einer parametrisierten Fliche (I, ¢)?

(1) Fir k=1 und 7 : [a,b] — R™ hatten wir in der Analysis II in Satz 6.9 fiir die Lange
der Kurve die Formel ,
- [

(2) Fiir eine bijektive Abbildung © : R* — R” ist das Volumen des Bildes durch den
Transformationssatz (Satz 6.10) bestimmt:

/ |det (©'(x)) | dA" ( /A Vet (0/(2) 7O/ (2)) A" () 5

(3) Auch fiir k¥ < n ist 1/det(©TO) fiir lineares © : R¥ — R" das Volumen von
0([0, 1]%) C R™. Als einfaches Beispiel dafiir betrachte die lineare Abbildung R? —
R3, welche durch die Matrix

A1 O
@ - 0 )\2
0 0

beschrieben wird. Diese bildet das Einheitsquadrat im R? ab auf das Rechteck in

der x1-z9-Ebene im R?, welches Seiten der Grofle A\; und \o, also den Flicheninhalt
A1Ao hat. In der Tat gilt nun /det(©TO) = A\ s, da

2
det(©70O) = det (Aol AO%) = A3\

33Man beachte, dass die letzte Darstellung auch obige Formel fiir Kurven beschreibt, da dann +(¢) " 4(t)
eine 1 x 1-Matrix ist und somit |5(t)]|* = (3(t),4(t)) = () T4(t) = det ((¢) T4(t)) gilt.
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(4) Approximation von beliebigen Abbildungen ¢ : I — R™ durch kleine k-dimensionale
Wiirfel motiviert dann die folgende Definition.

Definition 14.5. Der Flicheninhalt (oder das Volumen) einer parametrisierten Fléche
(I,p) ist

vol(I /\/det ) da —/\/det () A (z).

Bemerkung 14.6. Im Allgemeinen gilt vol(I, ¢) # vol(¢(I)): Falls ¢ nicht injektiv ist,
konnen Teile vom Bild von ¢ o6fter durchlaufen werden. So wird fiir

¢:[0,47] = R?, ¢+ (cos(t),sin(t))

der Einheitskreis zweimal durchlaufen und

Vol([0,47r],go):/0W||gb(t)||dt:47r.

Satz 14.7. Die Definition des Fliacheninhaltes in Definition 14.5 ist invariant unter Para-
meterwechsel: Seien I7, I, C R* messbar und I; C U, sowie Iy C U, mit Uy, Uy C R* offen.
Sei © : Uy — U, bijektiv und stetig differenzierbar mit ©(1;) = I; weiterhin sei auch ©~!
stetig differenzierbar. Sei ¢s : Iy — R™ eine parametrisierte k-dimensionale Flache und
Y1 =200 : [} - R" Dann gilt

vol(Iy, 1) = vol(Is, p2).
Beweis. Mit Kettenregel und Transformationssatz (Satz 6.10) gilt

wolll 1) = [ \fdetlel (@) (o] do

-/ %et (A0 -0) (ra(00) o) 0

Beispiel 14.8. Um den Fliacheninhalt der Kugeloberfliche
S*(r) := {w c R3 | ||| = r}
vom Radius » > 0 zu berechnen, parametrisieren wir wie in Beispiel 14.3 mit
¢ :[0,7] x [, 7] = R*  (s,t) — (rsin(s) cos(t), rsin(s) sin(t),r cos(s)).
Mit
rcos(s)cos(t) —rsin(s)sin(t)

¢'(s,t) = | rcos(s)sin(t)  rsin(s) cos(t)
—rsin(s) 0
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gilt

0760 = (1) i)

also

Vdet[(s,1)T (s, 1)] = r?[sins)|
und somit

=7

vol(1, ) = / / r?|sin(s)| ds dt = 27r? [— cos(s)] T,
—m JO s=0
Definition 14.9. Seien U,V C R" offen. Eine bijektive Abbildung o : U — V heifst
Diffeomorphismus, falls o und o~ stetig differenzierbar sind.

Definition 14.10. (1) Eine k-dimensionale parametrisierte Untermannigfaltigkeit von
R™ (mit n > k) ist eine parametrisierte Fliche ¢ : I — R™ mit I C R* offen, so
dass ¢ fortgesetzt werden kann zu einem Diffeomorphismus o : U — V fiir offene
Mengen U,V C R" mit I C U.**

(2) Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist eine Teilmenge M C R", so
dass zu jedem x € M eine offene Menge V' C R™ mit x € V existiert, so dass
M NV eine parametrisierte Untermannigfaltigkeit ist. Da die zugehorige Parame-
trisierung ¢ : I — M NV zu einem Diffeomorphismus fortgesetzt werden kann, ist
sie insbesondere bijektiv. Die Umkehrabbildung ¢! heift Karte.

Satz 14.11. Sei M C R” eine Untermannigfaltigkeit. Dann existiert ein eindeutig be-
stimmtes Ma® vol auf den Borelmengen von M?>°, so dass fiir jede Karte o : I — M NV
und jede Borelmenge F C [ gilt

vol(p(E)) = vol(E, ¢).

Beweisskizze. Sei A C M eine Borelmenge. Man kann zeigen, dass A = |-,y Ai, so dass
jedes A; in einer Karte (1;, ;) liegt. Definiere dann

vol(A) = ZVOl(Ai) = Zvol(go;l(Ai), ©;)-

1€N 1€EN

Mit Satz 14.7 kann man zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Auswahl der
Parametrisierungen ist. Abschlieftend zeigt man die o-Additivitéat von vol und erhélt somit,
dass vol ein Mafs auf M ist. O

Bemerkung 14.12. Wir haben hier die Integration iber M durch Integration iiber dis-
junkte Teile definiert, welche jeweils in einer Karte durchgefiihrt werden kénnen. Diese
Zerlegung wird iiblicherweise umgangen, indem man iiber iiberlappende Karten integriert
(M wird durch “Atlas” von kompatiblen Karten tiberdeckt), die Uberlappung aber durch
eine ‘Zerlegung der Eins” beriicksichtigt. Wir werden spéter in Satz 16.6 diesen Zugang
mit der Zerlegung der Eins betrachten.

34Hierbei identifizieren wir R* = R* x {0}" " C R™.
35Wir betrachten M als metrischen Raum mit der dadurch induzierten Topologie und kénnen beziiglich
dieser dann iiber Borelmengen sprechen.
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15. Integration von Differentialformen

Definition 15.1. Sei I C RP? eine Borelmenge, U C R" offen, p : I — U stetig
differenzierbar®® und w eine p-Form auf U. Dann ist ¢*(w) eine p-Form auf I, also
¢*(w) = fdz...dz, fir eine Funktion f auf I. Wir nennen w beziglich ¢ integrier-
bar, falls f integrierbar ist und wir setzen

Lw::/lfdAp(x).

Beispiel 15.2. (1) Die Integration einer 1-Form iiber eine Kurve wird in der Ubung
naher untersucht.

(2) Zur Integration einer 2-Form iiber eine zweidimensionale parametrisierte Unterman-
nigfaltigkeit im R3 betrachten wir eine Borelmenge I C R? und ¢ : I — M mit einer

Differentialform
w = frdrydrs + fodrsdr; + f3dr; do,.

-,

Wir schreiben w = (F,dA) mit F := (f1, f2, f3). Der Riickzug ist dann

" (w) = " (f1)¢" (dr2)p" (dzs) + @ (f2)@" (dzs)p™(dz1) + ©*(f3)" (dz1)e"(dT2),

wobei
¢*(dz;) = d(¢*z;) = d(z; 0 ) = d;.
Unsere Parametrisierung ¢ hat die Darstellung
2 [_>R37 (57t) = (()01<Svt)7()02(87t)7903<87t))'
Mit
Do
ot

O;

“(da;) = —d dt.
©*(dx;) 55 05 T

ist der Riickzug von w vermoge ¢ gegeben durch
N Op2 Dp3 D3 Doy Ops Op1 01 D3
o) = <<f109"> (as o " os o) TR 0o T s a

+(fso ) (&pl O _ O a¢1)> ds dt

Os Ot Os Ot
= (Foy,n(p))dsdt

mit
O D3 B O3 Dy % %
ds Ot Js Ot 0s ot
ﬁ((p) — O3 Oy _ Op1 Ops _ % % %
Js Ot ds Ot s ot
8901 8902 _ 8902 8@1 % %
ds Ot Js Ot Js ot

36Wieder im Sinne von: ¢ kann fortgesetzt werden zu einer stetig differenzierbaren Funktion g: V — U
fiir eine offene Menge V' C R? mit I C V; wir betrachten dann eigentlich *(w) als p-Form auf V.
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Dabei haben wir das Kreuzprodukt oder auch Vektorprodukt auf dem R? verwendet:

VoWg — V3Ws
x :R*xR* - R (v,w) = vxw:= | vw —vjws
V1Wo — VW

Man iiberzeugt sich leicht, dass dieses fiir alle v, w € R? die folgende Eigenschaften
hat:
(i) vxw Lvund v x w L w7
(i)
(iil) (u,v x w) = det(u, v, w).
)

VXW=—w X.

(iv) o x w]® = [Jo]*|lw]® sin® (£ (v, w)) = det((v]w) T (v]w)), wobei
V1 Wy
(v|w) == [ ve wy
V3 Ws3

Der Vektor n(y)(s,t) ist also der Normalenvektor der parametrisierten Fliche M
im Punkt ¢(s,t) mit Lange

9p1 Op1

Jpr Opa  Dips ds Ot
= 2 _ ds 0Os Os Oy Ops A
n(p)]|” = det S| =22 2= =det(¢ ¢
Il Op1 Opy  Ops 0s ot ( )

ot ot ot Ops O

O0s ot

also gilt im Besonderen an der Stelle (s, ) fiir die Lénge

) (s, D) = /et (#/(5, 1) - @/(5, ).

Bezeichnen wir mit n(y) den entsprechenden normierten Einheitsnormalenvektor,
so gilt dann

p*(w) = (Fog,n(p))y/det(¢"¢) dsdt,

und damit erhalten wir fiir das Integral

/w = /<F s,t)) )(3,t)>\/det(<p’(s,t)T L ¢!(s,t)) ds dt

—AF@(»Mﬂ)

Entspricht etwa im physikalischen Kontext F' einem Stromungsvektor, so beschreibt
fww den Fluss durch die Fliche M.

3THierbei steht a L b fiir (a,b) = 0, also a steht orthogonal zu b.
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(3) Als konkretes Beispiel betrachten wir die Kugeloberfliche S*(1) der Einheitskugel
und die Differentialform

w(z,y,2) =xdydz +ydzde + zdedy = <F,dff>

mit dem Vektorfeld F' = (x,y, z). Da F orthogonal auf der Kugeloberfliche steht,
gilt (F'(n),n(n)) =1, also ist

/w W= /M dvol(n) = vol(M).

Nun gilt nach Beispiel 13.4 ¢*(w)(u,v) = cos(v) dudv, also

/w = /cos ) dudv —/ / cos(v)dudv =27 [sin(v)}i = 4.

Satz 15.3. Seien I C RP? eine Borelmenge, U C R" offen, ¢ : I — U stetig differenzierbar,
A € R und wq,ws zwei p-Formen auf U. Dann gilt

/p(W1+W2):[pW1+LWQ und /p(Awl):A[owl

Beweis. Folgt aus den entsprechenden Rechenregeln fiir den Riickzug:
O (w1 +wa) = " (w1) + p*(w2) und  @*(Awy) = Ap*w. ]

Satz 15.4 (Parameterwechsel). Seien I C RP eine Borelmenge, U C R" offen und ¢ :
I — U stetig differenzierbar. Weiterhin seien V;,Vy C RP offen, I C V;, © : Vo — V] ein
Diffeomorphismus, J := ©7}(I) C V5 und ¢ := p 0 © : J — U. Der Diffeomorphismus ©
heift

o orientierungserhaltend, falls det(©'(z)) > 0 fiir alle 2 € J, und
e orientierungsumkehrend, falls det(©'(z)) < 0 fiir alle z € J.

Ist nun w eine p-Form auf U, dann gilt

/ + fw w, falls © ordnungserhaltend,
w =
" — J,w, falls © ordnungsumkehrend.

Proposition 15.5. Seien U C R™, V C R*, W C R* offen und ¢; : U — V sowie
o 1 V. — W stetig differenzierbar. Dann gilt (w9 0 ¢1)* = ¢ o 3.

Beweis. Sei w eine p-Form auf W. Zu zeigen ist, dass (9 0 ¢1)*(w) = ¢f(ps(w)). Fiir alle
z € U und alle &;,...,¢& € R™ gilt

((9020@1)* ) ()&, .., &)
w((f2001) (@) (2001 ()6 (920 01 (@)5)
(e2(01(2)) ) (12 ()60, - (21 () ()6, )

()
)(80/ flw--vSDl( )fp)
)(x)(gl,..., ) O
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Beweis von Satz 15.4. Mit Proposition 15.5 und Aufgabe 2 von Ubungsblatt 11 lisst sich
der Riickzug entlang v schreiben als

Prw(z) = (o O)w(x) = 0"(¢'(w))(x) = det(O'(2) ) ¢"w(O(x)).
Mit p*w = fdz; ...dz, gilt

P*(w) = det(©') - f o Odz; ...dz,

/f’:

/
|det (@’ (y))| _ )t det (@ (y)), falls ©® ordnungserhaltend,
— det (@/(?/)), falls © ordnungsumkehrend

und somit

(f 0 O)(x)det (O (x))dN(x).

S~

Wegen

erhalten wir dann

[0 w= / f ()N ()

Z/Jf(G(y)) - |det (& (y))|dAP(y) :{

+ [ oW falls © ordnungserhaltend,
- et falls © ordnungsumkehrend.
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16. Berandete Mannigfaltigkeiten und Zerlegung der
Eins

Eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” sieht lokal aus wie R*, eine k-dimen-
sionale berandete Untermannigfaltigkeit soll lokal aussehen wie der “R* mit Rand”: Der
sogenannte abgeschlossene Halbraum HF.

Notation 16.1. Wir setzen H* := {& = (z1,...,2)) € R* | 2, > 0} und wir nennen
OH* = {z = (21,...,2) € R* | 2, = 0}
den Rand von HF.

Definition 16.2. (1) Eine Teilmenge M C R" heift k-dimensionale berandete Unter-
manniqgfaltigkeit des R™, wenn sie lokal diffeomorph zu H* ist: Zu jedem x € M gibt
es eine in M offene Umgebung U und einen Diffeomorphismus « : U — R* auf eine
offene Teilmenge a(U) von HF .2

(2) Jedes solche v : U — H* heift Karte fiir M, a™' : a(U) — M heillt Parametrisie-
rung fiir M.

(3) Eine Familie von Karten, deren Definitionsbereiche ganz M {iberdecken, heifst Atlas
fiir M.

Lemma 16.3. Seien o : U — HF und 3 : V — H* zwei Karten fiir die k-dimensionale
berandete Untermannigfaltigkeit M. Fiir alle z € U NV gilt a(x) € OH* genau dann,
wenn (3(z) € OHF.

Beweis. Betrachte die Abbildung

aof 1 8UNV) ES UNY S aUny),

dann ist a o 7! ein Diffeomorphismus von offenen Teilmengen von H* auf offene Teil-
mengen von HF. Da das Differential verschieden von 0 ist, ist avo 57! lokal invertierbar in
einer Umgebung in R*, das heift innere Punkte von H* kénnen nicht auf 0H* abgebildet
werden. Somit bildet avo 37 den Rand OH* auf sich selbst ab. Ist also 3(z) € OHF, dann
gilt a(z) = ao B7Y(B(x)) € OHF. O

Definition 16.4. Sei M eine k-dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit des R™. Die
Punkte x € M, die von einer (und somit von allen) Karte(n) in OH" abgebildet werden,
heifsen Randpunkte von M. Die Menge dieser Punkte heifft der Rand von M und wird
mit OM bezeichnet.

Bemerkung 16.5. (1) Da alsy : U NOM — OHF = R*! ein Diffeomorphismus auf
eine offene Teilmenge des R¥~1 ist, ist M eine (k — 1)-dimensionale Untermannig-
faltigkeit (oder leer), aber OM selbst hat keinen Rand: 9(0M) = 0.

(2) Der Rand OM ist nicht der topologische Rand beziiglich der Einbettung im R™.
Sei zum Beispiel I = [a,b] C R eine eindimensionale berandete Mannigfaltigkeit.
Eingebettet im R? ist I N R2\ I = I der topologische Rand, der Rand im Sinne
unserer Definition ist aber 0I = {a, b}.

387 ist genau dann offen in M C R”, wenn es ein offenes U CR" gibt, so dass U = M N U.
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Satz 16.6 (Zerlegung der Eins). Seien M C R" eine kompakte berandete k-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit und (oy @ Uy — ]Hlk)tE ; ein Atlas fiir M mit einer beliebigen
Indexmenge I. Dann gibt es endlich viele stetig differenzierbare Funktionen Ay, ..., \,, :
M — [0,1] mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fir allei € {1,...,m} gibt es ein ¢t € I mit

supp(\;) :={x € M | \i(z) # 0} C Uy,

(i) Fir alle z € M gilt Z Ai(z) = 1.
i=1
Beweis. (1) Fiir jede offene Menge V' C HF und jedes # € V gibt es eine (unendlich
oft) stetig differenzierbare Funktion f : H* — R mit f(H*) = [0,1], f(z) = 1 und
supp(f) C V: Fiir k = 1 wihle eine geeignete Reskalierung und Verschiebung von

1
11— , <1,
FiR-0,1], 7o eXp( 1—952) =]
0, sonst.

Die Funktion f erfiillt f(H') = [0,1], f(0) = 1 und supp(f) = [—1, 1]. Weiterhin ist
sie an der Stelle 1 unendlich oft differenzierbar mit f™ (1) = 0 fiir alle n € N.

Fiir £ > 1 wahle Produkte von solchen Funktionen fiir alle Koordinatenrichtungen.

(2) Fiir € M wihle eine Karte ay ) mit x € Uy, dann ist oy (Uyw)) € H* offen,
nach (1) existiert also f, : H* — R mit f, (o) (x)) = 1 und f,(H*) = [0,1], so dass
supp(fz) € a)(Us(a))- Setze

/N\ac ‘MR, y— {f$<at(z)<y>>7 y e Ut(:c);

0, sonst.

Fiir die so gewéhlten Funktionen \, gilt

e supp(A,) liegt in einer Karte (ndmlich in Uy)) sowie
° S\I(a:) =1 und )\, > 0.

Die Mengen V, := {y € M | \,(y) > 0} sind offen und nichtleer, da z € V. Somit
ist {V, | € M} eine offene Uberdeckung von M. Da M kompakt ist, gibt es eine
endliche Teiliiberdeckung, also existieren x1,...,z,, mit

Setze o =Y ", S\w“ dann gilt ¢ > 0 auf ganz M und folglich sind die Funktionen
A= %)\xi wohldefiniert. Damit haben wir dann aber

Sa
i=1
und supp(\;) = supp(\s,) € Uya, liegt jeweils in einer Karte. O
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Bemerkung 16.7. Bis jetzt haben wir das Integral iiber Differentialformen nur fiir eine
Karte beziehungsweise Parametrisierung definiert. Mit der Zerlegung der Eins konnen wir
das Integral tiber ganze kompakte Untermannigfaltigkeiten zusammensetzen:

/Mw::iil/M/\iw:iil/i/\iw,

wobei ¢; = o@i) die Parametrisierung der Karte ist, auf der A\;w lebt.

Es bleibt natiirlich zu zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Karten
und der gewahlten Zerlegung der Eins ist. Dies folgt im wesentlichen wie in Satz 15.4 mit
Hilfe der Transformationsformel. Allerdings bekommt man dort eventuell einen Vorzei-
chenwechsel und fiir eine sinnvolle Theorie sollte man in der Lage sein, dieses Vorzeichen
iiber den ganzen Atlas hinweg zu kontrollieren. Dies geht nur fiir “orientierbare” Mannig-
faltigkeiten.
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17. Orientierung von Mannigfaltigkeiten und ihren
Randern

Definition 17.1. (1) Ein Atlas (ay : U; — H*),e; von M heifit orientiert, wenn fiir je
zwei Karten o; und «, der Kartenwechsel

-1
O =0 aswinry :  as(UsNU) == UsN U <5 ay(Us N U)
N —

—_——
CHF CHF

positive Funktionaldeterminante hat, also det(©’(x)) > 0 fiir alle x € as(Us N Uy).

(2) Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine Mannigfaltigkeit zusammen mit einem ori-
entiertem Atlas.

(3) Eine Mannigfaltigkeit heifst orientierbar, falls sie einen orientierten Atlas besitzt.

Bemerkung 17.2. (1) Orientierbarkeit von M heifst, dass man in einer konsistenten
Art eine positiv orientierte Basis stetig im Tangentialraum von M auszeichnen kann.

(2) Falls M C R" (n — 1)-dimensional ist, so ist M orientierbar, falls man in konsisten-
ter Art einen Normalenvektor stetig auf M auszeichnen kann, das heifft man kann
konsistent das “Innere” vom “Aufkeren” von M unterscheiden. Zum Beispiel ist die
Kugeloberfliche S? C R? orientierbar, aber das Mdbiusband ist nicht orientierbar.

(3) Fiir eine Karte o : U — H* von M mit U C M offen mit U N OM # 0 ist o|yranr :
UNOoM — RF! eine Karte fiir den Rand. Gleichorientierte Karten fiir M liefern
gleichorientierte Karten fiir OM und ein orientierter Atlas von M induziert durch
Einschrankung auf den Rand einen orientierten Atlas fiir M. Also: Orientierung
auf M induziert Orientierung auf OM.

Definition 17.3. Sei M eine k-dimensionale kompakte orientierbare Untermannigfaltig-
keit des R™. Dann gibt es einen orientierten Atlas und eine dazugehorige Zerlegung der
Eins A1, ..., A, gemaf Satz 16.6. Wir definieren dann fiir eine k-Form w auf M ihr Integral

iiber M als . .
/Mw::izl/M/\iw::;/i)\iw

wobei p; 1= ay, ! die Parametrisierung der zu \; gehorigen Karte ist.

Bemerkung 17.4. (1) Man zeigt dann, dass diese Definition unabhéngig ist von den
gemachten Wahlen:

(a) Unabhéngigkeit von der Wahl der Zerlegung der Eins.

(b) Unabhéngigkeit von der Wahl des orientierten Atlas bis auf ein globales Vorzei-
chen, also das Verhalten eines positiv orientierten Atlas im Vergleich zu einem
negativ orientierten Atlas. Dies entspricht der Freiheit, was wir als “Auferes”
und was als “Inneres” bezeichnen.

(2) Man beachte, dass wir das Integral [, w nur bis auf das globale Vorzeichen definiert
haben; wenn es einen orientierten Atlas gibt, dann kénnen wir durch eine ordnungs-
umkehrende Umparametrisierung das Vorzeichen dndern. Um dies zu fixieren, miis-
sen wir einen “positiven” Atlas wihlen. Wir werden beim Satz von Stokes darauf
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nochmal kurz zuriickkommen, da wir dort ja iiber eine Mannigfaltigkeit und iiber
ihren Rand integrieren und die Orientierung in beiden Féllen kompatibel gewéhlt
sein muss, damit wir kein Vorzeichen in der Formel bekommen.

Definition 17.3 ist hauptséchlich von theoretischer Bedeutung. In der Praxis versucht
man die Integration auf eine Karte zu beschrianken. Man beachte, dass man nieder-
dimensionale Teile der Mannigfaltigkeit beim Integrieren weglassen kann, da diese
beziiglich des k-dimensionalen Lebesgue-Mafes eine Nullmenge sind und somit zum
Integral nicht beitragen. Fiir diese reduzierte Mannigfaltigkeit reicht dann oft eine
Karte zum Parametrisieren.
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18. Der allgemeine Satz von Stokes

Satz 18.1 (Stokes). Sei M eine k-dimensionale kompakte orientierte berandete Unter-
mannigfaltigkeit von R"™. Der Rand M trage die induzierte Randorientierung. Fiir jede

(k — 1)-Form w auf M gilt
/ dw = / w
M oM

Insbesondere gilt im Fall 9M = () schon [ y dw = 0.

Bemerkung 18.2. Damit wir im Satz von Stokes keinen Faktor —1 zwischen beiden Sei-
ten bekommen, muss die Randorientierung auf 0M kompatibel mit der Orientierung auf
M gewéahlt werden. Wie sich im Teil (1) vom folgenden Beweis zeigt, muss die kanonische
Parametrisierung von OM durch Einschrankung der Parametrisierung von M eventuell
durch eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung “richtig” orientiert werden. Wir
wollen hier nicht ndher auf die prazise Definition dieser induzierten Randorientierung
eingehen.

Beweis von Satz 18.1. (1) Wir beweisen die Behauptung zunéchst in einer Karte: Sei w
eine (k — 1)-Form auf R* mit kompaktem Triger. Dann gilt*

/dw:/ w
Hk OHF

k
W = Z fj diUl . d.Ij_l de_H e dl’k
j=1

denn sei

Dann ist die duflere Ableitung

= Z Z J d.l’r dCL’l d[Ej_l d$j+1 . dl‘k Z ] ] ! d[El dl‘k,

— 0%
also ist
0
/ dw = / f] dz; ... dzy.
HF ] ik 3:13]
Geméf des Satzes von Fubini (Sa‘u .10) integrieren wir die rechte Seite erst iiber

die j-te Variable:
e Im Fall j = k gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

0
afk dry = fe(w1,...,2p_1,00) = fe(w1,..., 2x-1,0)
0 Lk
= —fr(r1, ..., 71, 0),
denn da f kompakten Triger hat muss fi(xq,...,Tx_1,00) = 0 gelten.?”

e Im Fall j # k gilt analog mit der gleichen Begriindung
%dﬂfj —fj(xl,...,oo,...,xk)—fj(xl,...,—oo,...,:ck) =0-0=0.
—00 7

39Die Parametrisierung von H” ist hier die identische Abbildung.
40 Ausdriicke wie fix(x1,...,2x_1,00) sind hier als Kurzform fiir lim; o fx(21,...,75_1,t) Zu verstehen.
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Insgesamt haben wir also
/ dw = (=1)* fol@y, .. xp_1,0)day ... day_y.
HF Rk—1

Nun kiimmern wir uns um |, aur W- Dazu brauchen wir eine Parametrisierung von OHF
als (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, wir nehmen zu diesem Zweck zunéchst
die Einschrinkung der Parametrisierung von HF

@ RV S OHF,  (24,...,25-1) — (21, ..., Tk_1,0).
Wegen ¢*(dzy) = 0 tiberlebt in ¢*(w) nur der Term mit j = k, also

p'w =" (fr)p"(dz1)...¢"(dzg-1) = fropdr ... dag-1.

Damit erhalten wir

/ w:/ (,O*Cd: fk(flfl,--.,xk_l,())dl'l... dxk—l-
OHFK RE—-1 RE-1

Damit dies mit dem obigen Resultat fiir das Integral iiber dw iibereinstimmt, miis-
sen wir im Fall von ungeradem k die Orientierung der Parametrisierung von H*~!
umkehren, etwa indem wir z; durch —x; ersetzen.

Die Aussage gilt, falls der Tréager von w ganz in einer Karte liegt, da sich diese
Situation durch den Riickzug genau auf (1) zurtickfiihren lésst.

Im allgemeinen Fall wéhlen wir zunéchst einen orientierten Atlas und dazu eine
Zerlegung der Eins Ay, ..., A,,. Dann gilt der Satz nach (2) fiir jedes \;w, also

/M d(\iw) = /6 A

Summieren aller m Gleichungen liefert wegen » " \; =1
d(\w) = / A\iw :/ A | w :/ w.
Y f e =2 [ v [ (Sn )= [

Wegen

und . .
Zd/\i :dz/\i =dl=0
=1 =1

gilt insgesamt

w = d(M\w :/( dA; A dw + )\idw) :/ dw. O
fe=32 [ 0= [ (3 2. y
=0 =1
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Bemerkung 18.3. (1) Fiir nicht kompakte M gilt der Satz nicht in dieser Allgemein-

(2)

heit, man braucht dann Voraussetzungen, die die Randterme f(...,4o00,...) in der
partiellen Integration verschwinden lassen.

Man kann den Satz von Stokes auch verallgemeinern fiir Mannigfaltigkeiten M, wo
der Rand auch “Ecken” haben darf (von niedrigerer Dimension), zum Beispiel fiir
Wiirfel.

Bemerkung 18.4. (1) Eine p-Form w auf einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C

(2)

R"™ ist nach unserer Definition in jedem Punkt x eine alternierende Multilinearform
auf R", das heifit die p Argumente von w(z) konnen Vektoren aus R” sein. Allerdings
benutzen wir in allen konkreten Rechnungen nur die beziiglich einer Parametrisie-
rung ¢ : I — M zuriickgeholte Form ¢*w, und fiir die gilt

o w(x)(v1,...,0,) = w(gp(x)) (ga'($) cvp, . () vp).

Die dort auftauchenden Argumente von w(p(z)) sind nicht beliebig im R", sondern
liegen im Tangentialraum von M am Punkt ¢(z). Somit sind die p-Formen auf M
eigentlich alternierende Multilinearformen auf dem Tangentialraum.

Ist M C R" k-dimensional, so ist auch die Dimension des Tangentialraums k, das
heifit effektiv sind p-Formen auf M mit p > k gleich Null.

Satz 18.5 (Retraktionssatz). Sei B" := {x € R": ||z]| <1} die n-dimensionale abge-
schlossene Einheitskugel mit Rand 0B" = S"! = {z e R": ||z|| =1}, der (n — 1)-
dimensionalen Kugeloberfliche. Dann gibt es keine zweimal stetig differenzierbare Ab-
bildung ® : B” — R"”, so dass

PB") COB" =S""" und @|sp. =id.

Beweis. Sei ® eine solche Abbildung. Betrachte die (n — 1)-Form w = z;dz,...dz, auf
R™ mit der &uferen Ableitung dw = dz1dxs ... dx,. Der Riickzug ®*(dw) ist dann eine n-
Form auf dem (n — 1)-dimensionalem Tangentialraum von S"~!, da ® nach S*~! abbildet,
also gilt ®*(dw) = 0. Nach dem Satz von Stokes (Satz 18.1) gilt dann

/ o = / dd*(w) = / ®*(dw) = 0.
oB" n n N——

Wegen @|gp- = id gilt

@*w|aBn = w|3153n =T dZL’l N d{L’n|3Bn,

also erhalten wir den Widerspruch

O:/ @*w:/ wlil/ dw:/ dz; ... dz, = vol(B").
oB" oB" n n

Folglich kann es kein solches ¢ geben. [l
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Korollar 18.6 (Brouwer’scher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : B" — B™ der
abgeschlossenen Einheitskugel im R™ in sich besitzt mindestens einen Fixpunkt.

Beweis. (1) Durch Approximationsargumente!! wird der stetige Fall auf den Fall von
Polynomen zuriickgefiihrt. Da Polynome beliebig oft differenzierbar sind, sind sie
insbesondere zweimal stetig differenzierbar.

(2) Fiir zweimal stetig differenzierbares f : B" — B™ ergibt sich die Behauptung aus dem
Retraktionssatz wie folgt: Wenn f keinen Fixpunkt hat, definiere eine Abbildung ®,

wobei ®(z) der Schnittpunkt von f(x)z mit OB" sei. Insbesondere ist ®(x) = x fiir
x € OB". Dann hat ® die Eigenschaften aus dem Retraktionssatz, kann also nicht
existieren, also muss f einen Fixpunkt haben. O]

Wir wollen nun noch den allgemeinen Satz von Stokes (Satz 18.1) im Fall n = 3 auf
die “klassische” Vektoranalysis-Form umschreiben. Fiir n = 3 haben wir bereits in der
Ubung gesehen, dass wir p-Formen mit Funktionen (Skalarfeldern) oder mit Vektorfeldern
identifizieren konnen:

p=0: w=f

p=1: w=Fdr+ Fdy+ F3dz = (F,ds)

p=2: w=G dydz + Gydzdz + Gydzdy = (G, dA)
p=3: w=gdedydz =gdV

fiir Funktionen f,g : U — R und F,G : U — R3? auf einer offenen Menge U C R3. Laut
Ubung entspricht die dufsere Ableitung d dann den klassischen Ableitungsoperationen:

df = (grad f,d3),

d(F,d3) = (rot F,dA),

-,

d(G,dA) = div(G)dV und
dgdV = 0.
Im folgenden Diagramm sind die Beziehungen zwischen den Abbildungen dargestellt. Da-
bei ist Q2 (U) der Vektorraum aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren p-Formen
auf U, V(U) der Vektorraum aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Vektorfel-

der auf U und C*(U) der Vektorraum aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren
Skalarfelder auf U.

00 (U) —45 QL (U) —45 Q2 (U) —4 03 (U) —45 0

Tid T<~, ds) Tc, dA) T dv

Co(U) 229 Y(U) — s Y(U) —E s 0%(U) —— 0
Wir betrachten jetzt eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit M C R3 wie im Satz von Stokes
und interpretieren letzteren geméf der obigen Identifikationen.

(1) Im Fall k& = 1 entspricht M im Wesentlichen einer Kurve v : [a,b] — R3. Der Satz
von Sto_kes ergibt dann das “gradient theorem” fiir Wegintegrale, welches wir sowohl
in der Ubung als auch in der Ubung zur Analysis II bereits gesechen haben:

L(gradf, ds) = L af & /%fz () = f(v(a)).

4l Genauer: Mit dem Weierstraf’schen Approximationssatz.
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(2) Im Fall k = 2 ist M C R? zweidimensional und OM eindimensional (oder leer). Ist

-,

w = (F,d3) eine 1-Form, so ist dw = (rot F,dA) eine 2-Form und wir erhalten den
klassischen Satz von Stokes:

[ o= [ o [ aw= [ orrad) 2 [ ot F.ne) vl

wobei n(n) ein Normalenvektor zu M ist.

(3) Im Fall & = 3 ist M C R? dreidimensional und M zweidimensional (oder leer). Ist

—,

w = (G,dA) eine 2-Form, so ist dw = div(G) dV eine 3-Form und wir erhalten den
Satz von Gauf:

/M div(G) dV = /M d ' /8 w- /8 (gD /8 (Ga). () dvol(n),
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19. De Rham Kohomologie

Konvention. Sei U C R" offen. In diesem Kapitel bezeichnen wir (im Gegensatz zu De-
finition 10.9) mit QP(U) den Vektorraum aller glatten (also beliebig oft differenzierbaren)
p-Formen auf U. Der Fall p = 0 entspricht den glatten Funktionen U — R.

Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Mit dem Ableitungsoperator
OP(M) L QL (M)

haben wir dann einen sogenannten Ko-Kettenkomplex

0= QM) S o) S 2SS o ) S QF M) — o,

das heikt es gilt iiberall d? = 0. Ist also w = da;, so folgt dw = 0. Aquivalenterweise gilt
Bild(d : "' (M) — QP(M)) C Kern(d : Q°(M) — Q" (M)),

wobei die Inklusion strikt sein kann. Falls sogar die Gleichheit gilt, heifft der Komplex
an dieser Stelle ezakt. Nach dem Lemma von Poincaré (Lemma 12.5) gilt dies fiir alle
p fiir sternférmige Gebiete, also zum Beispiel fiir M = R2. Sternférmige Gebiete sind
topologisch trivial; falls die Topologie von M nicht trivial ist, so enthélt die Abweichung
von Bild und Kern Information iiber die Topologie von M.

Zunichst betrachten wir als Beispiel M := R?\ {0}. In Beispiel 12.3 haben wir gesehen,

dass
_ —ydr+azdy

Wo = ;{,’2 I y2
geschlossen ist, also dwy = 0 erfiillt, aber nicht exakt ist: Es gibt keine 0-Form « mit
wo = da. Somit gilt

wo € Kern(d : Q'(M) — Q*(M)), aber wy ¢ Bild(d: Q°(M) — Q'(M)).

Es stellt sich nun die Frage, wie viele verschiedene geschlossene aber nicht exakte w es
gibt.
Zuniichst gibt es triviale Variationen von wy: Ist v € Q°(M), so gilt fiir

wi = wo + da

schon
dwy =dwy +d?a=0+0=0.

AuRerdem ist w; nicht exakt: Gibe es ein 8 € Q°(M) mit w; = df, dann wire auch
wp =w; —da =d(6 — a)

exakt. Somit hat jedes w; = wy + da die gleichen Eigenschaften (geschlossen, aber nicht
exakt) wie wp, aber diese w; sind nur triviale Modifikationen von wy:

w =wy €  w —w=da € Bild(d).
Um dies zu formalisieren gehen wir iiber zum Quotienten
Kern(d)/ Bild(d)
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und bezeichnen die Aquivalenzklasse von w mit [w]. Dann gilt
[wo + da] = [wo] # 0.

Obige Frage nach der Anzahl der geschlossenen, aber nicht exakten w kénnen wir nun
prézisieren als die Frage nach der Grofe von Kern(d)/ Bild(d).

Sei w € QY(M) mit dw = 0. Betrachte zwei einfache geschlossene Kurven v; und 7,, die
0 umschliefsen, und bezeichne mit I' das von v; und v, begrenzte Gebiet. Dann gilt mit

Stokes
/w—/w:/ w:/dwzo,
Y1 Y2 or r
fo=
71 Y2

Das Integral von w iiber eine solche geschlossen Kurve um die 0 ist also von der spezi-
ellen Wahl der Kurve unabhiingig. Wir kénnen deshalb als Kurve v den Einheitskreis S*
withlen.*?

also

Lemma 19.1. Sei v = S'. Die Form w € Q'(M) ist genau dann exakt, wenn [ w = 0.

Beweis. Sei zuniéichst w exakt, also w = da fiir ein o € Q°(M). Dann gilt mit Stokes

/ / /a
Y Y Y
da 0y = 0.

Sei nun andererseits f w = 0; wir versuchen, eine Stammfunktion o durch Integrieren
zu finden. Dazu fixieren wir einen beliebigen Anfangspunkt o € M und definieren

wobei 7, eine Kurve zwischen zy und z ist. Diese Definition ist nach unserer Voraussetzung
unabhiingig von der gewihlten Kurve.*> Man sieht dann leicht, dass da = w gilt. O

Fiir unser wy haben wir

/ / —ydx + zdy /2” — sin(t) - (— sin(t))dt + cos(t) - cos(t)dt
st w0 = x? + y? 0 sin?(t) + cos?(t)
27
/ t
0

2.

Lemma 19.2. Jede geschlossene 1-Form w € Q!(M) ist von der Form

w=MXvy+da mit Ne€R und a € Q°(M).

42Wir identifizieren S' mit der “Standard-Parametrisierung” v : [0, 27] — R2,  + (cos(t), sin(t)).

43Sind +, und 7, zwei solche Kurven, so kann man sie zu einem geschlossenen Weg 4, zusammensetzen
und es reicht zu zeigen, dass das Integral iiber 4, verschwindet. Wird 0 nicht von 4, umschlossen,
gilt dies sowieso, da wir dann in einem sternférmigen Teilgebiet sind. Wird 0 von 4, umschlossen, so
gilt die Aussage fiir den Einheitskreis nach Voraussetzung und wir haben die Unabhéngigkeit von der
betrachteten geschlossenen Kurve eben gezeigt.
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Beweis. Sei w € QY(M) mit dw = 0. Setze

1
A= — w und @ :=w— A\wg.
27 s1
Dann gilt
/d):/ w—)\/ wo = 0.
st st st
S~~~ S~
27\ 2

Somit ist @ exakt, also @ = da fiir ein a € Q°(M). Damit haben wir
w =0+ Awy = da + Awy. O
Somit gilt
Kern(d : QY(M) — Q*(M))
Bild(d : Q°(M) — QY(M))

das heifst der Quotient ist eindimensional mit Basis wy.
Nun kehren wir zuriick zum allgemeinen Fall.

= me

Definition 19.3. Sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die p-te de Rham Koho-
mologie ist der Vektorraum

_ Kern(d : Q?(M) — QPT1(M))

HA (M) = Bild(d : Qp~1(M) — Q»(M))

mit der Quotientenabbildung
{P(M) | dw =0} = H(M), wr [w].
Die Restklasse [w] heikt Kohomologieklasse von w, die Dimension
bP(M) := dim HP (M)

heifst die p-te Betti-Zahl von M. Die de Rham Kohomologie von M ist dann

H*(M) == @ H"(M).

Dabei ist H*(M) nicht nur ein Vektorraum, sondern wird mit dem duferen Produkt A
zu einer Algebra. Dazu definieren wir

[ A [B] = e A B

Dies ist wohldefiniert, da fiir « € QP(M) und g € Q9(M) mit da = 0 = df laut Satz 11.5
schon

d(a/\ﬁ):\d%/\ﬁ—l—(—l)pa/\\dgzo
=0 0

gilt, und unabhéngig vom gewéhlten Repréisentanten, da fiir alle a € QP(M), B € Q4(M)
und v € QP~1(M)

(a+dy)AB=aAnp+dyAB+yAdB=aAp+d(yADP)
=0
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und somit [(a + dvy) A 5] = [a+ ] gilt (und analog fiir einen anderen Vertreter von [f]).
Weiterhin induzieren glatte Abbildungen f : M — N lineare Abbildungen

[ HP(N) = HP (M), [w] = ff[w] = [fw].
Ist dw = 0, so gilt d(f*w) = f*(dw) = 0 und fiir beliebige w € QP(M) und o € QP~H(M)
gilt

fflw+da) = ffw+ ff(da) = ffw+d(fa),
also [f*(w + da)] = [f*w] und somit die Vertreterunabhéngigkeit.

Man hat die wichtige Homotopieinvarianz der Kohomologie!

Definition 19.4. Zwei glatte Funktionen f,g : M — N heifsen homotop, falls es eine
glatte Funktion h : M x [0,1] — N gibt mit

hw,0) = f() wnd Alz,1) = g(a)
Wir schreiben in diesem Fall f ~ g.

Satz 19.5. Sind f und g homotop als Funktionen M — N, so gilt fiir alle p schon f* = g*
als Funktionen H?(N) — HP(M).

Das Rechnen mit (Ko-)Kettenkomplexen und Homologien wird in der homologischen
Algebra systematisiert. Diese wurde im wesentlichen im Rahmen der Topologie eingefiihrt.
Die de Rham Kohomologie gibt dem Ganzen eine analytische Komponente und verbindet
Analysis und Topologie. Die Weiterverfolgung solcher Zusammenhénge zwischen Topolo-
gie und Analysis gipfelt in einigen der tiefsten Resultate der modernen Mathematik, wie
zum Beispiel dem Indexsatz von Atiyah und Singer.
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